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1 特殊相対論のまとめ

1.1 ローレンツ変換

ローレンツ変換の導出

簡単のため 2つの慣性系 S と S′ の座標軸は平行で, 時刻 t = t′ = 0 のとき両方の座標原点は一

致しており, S′ は S の x 軸の正方向へ速さ v で移動しているとする。S 系で時刻 t, 座標 (x, y, z)

で起きた現象が, S′ 系では時刻 t′, 座標 (x′, y′, z′) で起きたとする。ガリレイ変換では (x, y, z, t) と

(x′, y′, z′, t′) の関係は

x′ = x− vt , y′ = y , z′ = z , t′ = t

x = x′ + vt′ , y = y′ , z = z′ , t = t′

である。この場合, S系での光速が c ならば S′系での光速は c− v になるから, 光速不変の原理「真

空中の光速は, 光源の運動状態に無関係である。」を満たさない。そこでガリレイ変換を拡張して

x′ = α (x− vt) , y′ = y , z′ = z (1.1)

x = α (x′ + vt′) , y = y′ , z = z′ (1.2)

とし, 光速不変の原理が成り立つように係数 α を決定してみよう。

t = t′ = 0 で原点から x軸正方向に発射された光を考える。この光の速さを S系で c, S′ 系では

c′ としておく。時刻 t では光は x = ct に到達する。S′ 系から見ると, 時刻は t′ で光は x′ = c′t′ に

到達している。x = ct, x′ = c′t′ を (1.1)と (1.2)に代入すると

c′t′ = α(ct− vt) = α(c− v)t , ct = α(c′t′ + vt′) = α(c′ + v)t′

2つの式の両辺を掛け合わせると

cc′tt′ = α2(c− v)(c′ + v)tt′

v = 0 のとき α = 1 > 0 になる解は

α =

√
cc′

(c− v)(c′ + v)

である。ガリレイ変換に従うとすると c′ = c − v であるから α = 1 という当然の結果になる。一

方, 光速不変の原理から c′ = c とすると

α =

√
c2

(c− v)(c+ v)
=

1√
1− v2/c2

(1.3)

を得る。次に時間に対する変換を求める。(1.1)の x′ を (1.2)に代入すると

x = α
(
α(x− vt) + vt′

)
= α2x− α2vt+ αvt′ , つまり t′ = α

(
t+

1− α2

α2v
x

)
ガリレイ変換である α = 1 を代入すると t′ = t となり, 時間は慣性系に依らない。光速不変の原理

を満たす (1.3)の場合には

t′ =
t− vx/c2√
1− v2/c2

(1.4)



1 特殊相対論のまとめ 2

になる。以上まとめると, ある現象の S と S′ における時空座標 (x, y, z, t) の変換公式は

t′ =
t− vx/c2√
1− v2/c2

, x′ =
x− vt√
1− v2/c2

, y′ = y , z′ = z

あるいは, 時間 t の代わりに長さの次元である ct を用いれば

ct′ =
ct− (v/c)x√
1− v2/c2

, x′ =
x− (v/c) ct√
1− v2/c2

, y′ = y , z′ = z (1.5)

である。これはローレンツ変換の 1例である。

ローレンツ変換の特徴は

(ct′)2 − x′2 − y′2 − z′2 = (ct)2 − x2 − y2 − z2 (1.6)

が成り立つことである。上付きの添字を使って

x0 = ct , x1 = x , x2 = y , x3 = z

と書くことにする。これをまとめて xµ で表す。µ は 0, 1, 2, 3 の値をとる。

規約 1 ギリシャ文字の添字は 0, 1, 2, 3 の値を, ローマ字の添字は空間成分を表し 1, 2, 3 の値をと

るとする。例えば

xµ = (x0, xk) = (x0, x1, x2, x3)

である。

規約 2 同一の式中で 2度現れる添字については, ギリシャ文字の添字ならば 0 ∼ 3, ローマ字な

ら 1 ∼ 3 まで和をとるとし, 和の記号
∑
は省略する。

ここで

gµν =


1 , µ = ν = 0

− 1 , µ = ν = 1, 2, 3

0 , µ 6= ν

(1.7)

を定義すると, (1.6)は

gµν x
′µx′ν = gµν x

µxν (1.8)

になる。ただし, 規約 2を適用して µ, ν の和の記号は省略した。和の記号を書けば

3∑
µ=0

3∑
ν=0

gµν x
′µx′ν =

3∑
µ=0

3∑
ν=0

gµν x
µxν

である。

さて, (1.5)を一般化して

x′µ = aµν x
ν (1.9)

を考える。16個の aµν は xµ に依存しない定数である。一般に, この変換が (1.8)を満たすときロー

レンツ変換という。2度現れる添字は和をとるから他の文字に変えてもよい。したがって (1.8)は

gσρx
′σx′ρ = gσρ a

σ
µx

µ aρνx
ν = gσρ a

σ
µ a

ρ
ν x

µxν = gµν x
µxν

になり

gσρ a
σ
µ a

ρ
ν = gµν (1.10)
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でなければならない。この条件は µ, ν について対称であるから, µ = ν の 4個と µ 6= ν の場合の

(16− 4)/2 = 6個の計 10個の条件式になる。したがって, 16個の aµν のうち独立なものは 6個であ

る。なお, (1.8) では aµν あるいは aµν と書かずに aµν としたが, 以下で述べるように添字の上付き,

下付きには約束ごとがあり, これとの整合性のためである。

aµν を行列要素とする 4× 4行列 A, つまり Aµν = aµν を考える。A の転置行列を Ã とする。

Ãµν = Aνµ = aνµ (1.11)

である。(1.10)は

Ãµσ gσρ Aρν = (ÃGA)µν = Gµν

ここで, 4× 4行列 G は Gµν = gµν である。行列式は det(Ã) = det(A) であるから

det(ÃGA) = det(G) (det(A))
2
= det(G)

したがって

det(A) = det(aµν) = ± 1

である。(1.10)で µ = ν = 0 とすると

(a00)
2 −

3∑
k=1

(ak0)
2 = 1 , つまり a00 = ±

(
1 +

3∑
k=1

(ak0)
2

)1/2

である。ローレンツ変換は det(aµν) と a00 の符号で分類され

det(aµν) = +1 固有 (proper)変換

det(aµν) = − 1 非固有 (improper)変換
,

a00 ≥ +1 順時間的 (orthochronous)変換

a00 ≤ − 1 逆時間的 (non–orthochronous)変換

という。特に, 順時間的固有変換を単に固有ローレンツ変換ともいう。(1.5)の変換では

a00 = a11 =
1√

1− v2/c2
, a01 = a10 = − v/c√

1− v2/c2
, a22 = a33 = 1 , その他 = 0 (1.12)

であるから固有ローレンツ変換である。固有ローレンツ変換には, (1.5)のようなブースト ( 一定の

速度で動く慣性系に移すローレンツ変換 )と 3次元空間の座標回転及びこれらを組み合わせたもの

がある。非固有ローレンツ変換は 3次元空間の反転 ( a00 ≥ 1 )あるいは時間反転 ( a00 ≤ − 1 )を

含む変換である。時空を全て反転する変換は固有変換 ( det(aµν) = 1 )である。

ブーストも “回転”と見なせる。x4 = ix0 とすると (1.5)は

x′1 =
1√

1− v2/c2
x1 +

iv/c√
1− v2/c2

x4 , x′4 =
1√

1− v2/c2
x4 − iv/c√

1− v2/c2
x1

であり (
1√

1− v2/c2

)2

+

(
iv/c√

1− v2/c2

)2

= 1

であるから

cosφ =
1√

1− v2/c2
, sinφ =

iv/c√
1− v2/c2

を満たす純虚数 φ が存在する。これから

x′1 = x1 cosφ+ x4 sinφ , x′4 = x4 cosφ− x1 sinφ
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これは時間軸と x軸を複素数 φ だけ “回転”させる変換である。θ を実数として φ = i θ とおけば

cosφ = cosh θ , sinφ = i sinh θ であるから

x′1 = x1 cosh θ − x0 sinh θ , x′0 = x0 cosh θ − x1 sinh θ (1.13)

ただし

cosh θ =
1√

1− v2/c2
, sinh θ =

v/c√
1− v2/c2

とも表せる。

1.2 テンソル

相対論では, 物理量がローレンツ変換に対してどのように変換されるかが重要である。この変換

性により物理量を分類する。

スカラー ( 0階のテンソル )

慣性系 Sで定義された物理量で時間と位置の関数 F (x0, x1, x2, x3)を単に F (x)と書くことにする。

S′ 系で見たとき, 同じ時空点 x′µ = aµνx
ν でその物理量 F ′(x′) が

F ′(x′) = F (x)

であるとき, F (x) をスカラーという。F (x) = gµνx
µxν はスカラーである。

ベクトル ( 1階のテンソル )

4個の物理量の組 V µ(x) が, xµ と同じ変換

V ′µ(x′) = aµνV
ν(x) (1.14)

を満たすとき V µ(x) を反変ベクトル ( contravariant vector )という。反変ベクトルの場合, 成分を

表す添字は上につける。これに対して反変ベクトルから

Vµ ≡ gµνV
ν , つまり V0 = V 0 , Vk = −V k

で定義される Vµ を共変ベクトル ( covariant vector )という。共変ベクトルの添字は下につける。

逆に, V µ を Vµ で表すと

V µ = gµνVν , ただし gµν ≡ gµν

である。V µ と Vµ は空間成分の符号が逆になるだけで同じものであり, どちらか一方だけを扱って

もよいが, 両者を定義すると相対論の定式化がすっきりしたものになる。

規約 3 ベクトルに限らず, 一般に添字を下げる操作は gµν で行う。逆に, 添字を上げる操作は gµν

で行う。

Vµ のローレンツ変換は

V ′
µ = gµσV

′σ = gµσ a
σ
ρV

ρ = gµσ a
σ
ρ g

ρνVν = a ν
µ Vν , a ν

µ = gµσ a
σ
ρ g

ρν (1.15)

ここで添字の上げ下げは規約 3による。つまり, a ν
µ の下付き添字 µ は aσρ の上付き添字 σ を gµσ

で引き下げたものである。下付き添字 ρ → 上付き添字 ν も同様である。(1.10)は

gσρ a
σ
µ a

ρ
λg

λν = gµλg
λν
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であるから

aσµ a
ν
σ = δ ν

µ , δ ν
µ = gµλ g

λν =

{
1 , µ = ν

0 , µ 6= ν
(1.16)

になる。δ ν
µ はクロネッカーのデルタ記号である。

(1.14), (1.15)の逆変換を求める。(1.16)を使うと

V ′µ a σ
µ = aµνa

σ
µ V

ν = δ σ
ν V ν = V σ , V ′

µ a
µ
σ = aµσa

ν
µ Vν = δ ν

σ Vν = Vσ

つまり

V µ = V ′ν a µ
ν , Vµ = V ′

ν a
ν
µ (1.17)

である。

2つのベクトル Aµ , Bµ の内積 A·B を

A·B = AµBµ = AµB
µ = A0B0 −AkBk = A0B0 −A·B

で定義する。

A′µB′
µ = aµσ a

ρ
µ A

σBρ = δ ρ
σ A

σBρ = AσBσ

であるから, 内積はローレンツ変換に対して不変, つまり, スカラーである。Aµ のノルム A·A を単
に A2 とも書く:

A2 = (A0)2 −A2

である。A2 と書くが正の値とは限らない。A2 > 0 のとき, 時間成分は空間成分より大きいので時

間的ベクトル ( time–like vector ), A2 < 0 のとき空間的ベクトル ( space–like vector ), A2 = 0 のと

きゼロベクトル ( null vector )という。A2 はスカラーでありその値は慣性系によらないから, ベク

トルが 3種類のどれに属するかは絶対的性質である。

共変ベクトルの例は反変ベクトル xµ の微分 ∂/∂xµ である。これを ∂µ で表す。

∂µ =
∂

∂xµ
=

(
1

c

∂

∂t
, ∇
)

(1.18)

である。

∂′µ =
∂

∂x′µ
=

∂xν

∂x′µ
∂

∂xν

(1.17)より xν = x′µ a ν
µ であるから ∂xν/∂x′µ = a ν

µ である。したがって ∂′µ = a ν
µ ∂ν になり, ∂µ は

共変ベクトルである。反変ベクトル ∂µ は

∂µ = gµν∂ν =

(
1

c

∂

∂t
, −∇

)
(1.19)

である。ダランベルシャン 2 は

2 ≡ 1

c2
∂2

∂t2
−∇2 = ∂µ∂µ

と書ける。これから 2 がローレンツ変換に対して不変 ( ∂′µ∂′µ = ∂µ∂µ )であることは一目瞭然で

ある。(1.18), (1.19)で空間成分の符号が Aµ = (A0, −A) , Aµ = (A0, A) とは逆になることに注意

すること。

2階のテンソル

2つの反変ベクトルの積

Tµν(x) = V µ(x)Uν(x)
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を考える。ローレンツ変換に対して

T ′µν(x′) = V ′µ(x′)U ′ν(x′) = aµσ a
ν
ρV

σ(x)Uρ(x) = aµσ a
ν
ρ T

σρ(x)

である。そこで, 一般に

T ′µν(x′) = aµσ a
ν
ρ T

σρ(x) (1.20)

を満たす量を 2階の反変テンソルという。同様にして, 2階の共変テンソル Tµν(x) , 2階の混合テ

ンソル T ν
µ (x) も定義できる。

一般のテンソル

一般のテンソル Tµν ···
λσ ··· も同様に定義できる。

縮約 ( contraction )

混合テンソルにおいて上下 1対の添字を同じくして、その添字について和をとり, 2階低いテンソ

ルを作ることを縮約 ( contraction )という。例えば, 2階のテンソル Tµ
ν = AµBν から 0階のテンソ

ル (スカラー)である内積 Tµ
µ = AµBµ を求めることである。

1.3 真空中のマックスウェル方程式

テンソル形式に慣れるため, 真空中のマックスウェル方程式をテンソル形式に書き直そう。マック

スウェル方程式は

∇·B = 0 ,
∂B

∂t
+∇×E = 0 (1.21)

∇·E =
1

ε0
ρ , ∇×B − 1

c2
∂E

∂t
= µ0j , c =

1
√
µ0ε0

(1.22)

である。(1.21)より

B = ∇×A , E = − ∂A

∂t
−∇φ (1.23)

とおける。これを (1.22)に代入すると(
1

c2
∂2

∂t2
−∇2

)
φ− ∂

∂t

(
1

c2
∂φ

∂t
+∇·A

)
=

1

ε0
ρ (1.24)

∇×(∇×A) = ∇ (∇·A)−∇2A であるから(
1

c2
∂2

∂t2
−∇2

)
A+∇

(
1

c2
∂φ

∂t
+∇·A

)
= µ0 j (1.25)

になる。ここで

A0 =
1

c
φ , A1 = Ax , A2 = Ay , A3 = Az

j0 = cρ , j1 = jx , j2 = jy , j3 = jz

とする。
1

c2
∂φ

∂t
+∇·A =

∂A0

∂x0
+
∂Ak

∂xk
= ∂νA

ν

であるから (1.24)は

2A0 − ∂

∂x0
∂νA

ν =2A0 − ∂0∂νA
ν =

1

ε0c
ρ = µ0 cρ = µ0 j

0 (1.26)
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また

∂k =
∂

∂xk
= − ∂

∂xk

であるから (1.25)は

2Ak +
∂

∂xk
∂νA

ν =2Ak − ∂k∂νA
ν = µ0 j

k (1.27)

になる。(1.26), (1.27)は 1つの式

2Aµ − ∂µ ∂νA
ν = µ0 j

µ (1.28)

にまとまる。これがマックスウェル方程式のテンソル表現であり, (1.22)に比べて非常に簡潔な構造

をしている。

(1.28)の両辺に ∂µ を作用すると

µ0 ∂µ j
µ =2∂µA

µ −2∂νA
ν = 0 , つまり ∂µ j

µ =
∂ρ

∂t
+∇·j = 0

これは電荷保存則である。jµ(x) が反変ベクトルならば, ∂µj
µ はスカラーである。したがって, ある

慣性系で ∂µj
µ = 0 ならば任意の慣性系で ∂µj

µ = 0 になる。実際, ∂′µ = a ν
µ ∂ν であるから

∂′µ j
′µ(x′) = a ν

µ ∂ν j
′µ(x′)

反変ベクトルの変換 j′µ(x′) = aµλj
λ(x) を代入すると

∂′µ j
′µ(x′) = a ν

µ aµλ∂νj
λ(x) = δ ν

λ ∂νj
λ(x) = ∂µ j

µ(x) = 0

である。もし jµ(x) が反変ベクトルでないならば, ∂µ j
µ(x) = 0 であっても ∂′µ j

′µ(x′) = 0 になると

は限らない。任意の慣性系で電荷保存は成り立つべきであるから, jµ(x) は反変ベクトルでなけれ

ばならない。電荷密度 ρ と電流密度 j は独立な物理量ではない。(cρ , j) で 1つのローレンツ・ベ

クトルをなし, ローレンツ変換でこれらは混ざり合う。φ と A も同様である。

Aµ, jµ が反変ベクトルならば, 反変ベクトルの変換と2′ =2 , ∂′νA
′ν = ∂νA

ν を使うと

2′A′µ − ∂′µ ∂′νA
′ν − µ0 j

′µ = aµλ

(
2Aλ − ∂λ ∂νA

ν − µ0 j
λ
)

であるから, 慣性系 S で (1.28)が成り立つとき別の慣性系 S′ でも方程式は同じ形で成り立つ。一

般に, テンソル形式で書かれた方程式はローレンツ変換に対してその形を変えず, 特殊相対性原理

を満たすことが明白になる。このような形式を共変形式という。

(1.28)の左辺は

∂ν∂
νAµ − ∂ν∂

µAν = ∂ν (∂
νAµ − ∂µAν)

であるから (1.28)は

∂νF
νµ = µ0 j

µ , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ = −F νµ (1.29)

と表せる。2階のテンソル Fµν は E と B で書ける。∂k = ∂/∂xk = − ∂/∂xk に注意すると

Bx =
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z
= − ∂2A3 + ∂3A2 = F 32 , By = F 13 , Bz = F 21

Ex = − ∂Ax

∂t
− ∂φ

∂x
= c

(
∂1A0 − ∂0A1

)
= cF 10 , Ey = cF 20 , Ez = cF 30
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であるから

Fµν =


0 −Ex/c −Ey/c −Ez/c

Ex/c 0 −Bz By

Ey/c Bz 0 −Bx

Ez/c −By Bx 0

 (1.30)

になる。E, B はローレンツ変換に対してベクトルではなく, 一体となって 2階のテンソル Fµν と

して変換される。E と B は独立な物理量ではない。

E と B, つまり Fµν が観測により決まったとしても Aµ は一意には決まらない。χ(x) を任意の

スカラー関数として

Āµ = Aµ − ∂µχ , つまり φ̄ = φ− ∂χ

∂t
, Ā = A+∇χ (1.31)

とする。これをゲージ変換という。Āµ に対応する F̄µν は

F̄µν = ∂µĀν − ∂νĀµ = ∂µAν − ∂νAµ − ∂µ∂νχ+ ∂ν∂µχ = ∂µAν − ∂νAµ = Fµν

であるから Āµ は Aµ と同じ電磁場を与える。また

2Āµ − ∂µ ∂νĀ
ν =2Aµ − ∂µ ∂νA

ν −2∂µχ+ ∂µ ∂ν∂
νχ =2Aµ − ∂µ ∂νA

ν

であるから, Āµ は Aµ と同じマックスウェル方程式を満たす。Aµ にはゲージの任意性があり, 逆

に, この任意性を利用してマックスウェル方程式をより簡単な方程式にすることができる。よく使

われるゲージとしてはローレンツ・ゲージとクーロン・ゲージ (輻射ゲージ)がある。ローレンツ・

ゲージは

∂µA
µ = 0

という条件を課す。これは常に可能である。∂µAµ 6= 0 の場合

∂µĀ
µ = ∂µA

µ −2χ

であるから 2χ = ∂µA
µ を満たすように χ(x) をとればよい。ローレンツ・ゲージでは (1.28)は

2Aµ = µ0 j
µ

という簡単な方程式になる。

運動している点電荷による電磁場

Fµν が 2階の反変テンソルとして変換されることを利用して, 運動している点電荷が作る電磁場を

求めてみる。2階の反変テンソルの変換 (1.20)は (1.11)で定義した行列 A を使うと

F ′ = AF Ã

である。A としてローレンツ変換 (1.12)に対応する

A =

(
b 0

0 1

)
, b =

1√
1− β2

(
1 −β

−β 1

)
, β =

v

c

の場合 ( 0, 1 はそれぞれ 2× 2 のゼロ行列, 単位行列 ), F を 4つの 2× 2行列に分けて計算すれば

E′
x = Ex , E′

y =
Ey − vBz√

1− β2
, E′

z =
Ez + vBy√

1− β2
(1.32)

B′
x = Bx , B′

y =
By + vEz/c

2√
1− β2

, B′
z =

Bz − vEy/c
2√

1− β2
(1.33)
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を得る。

S系から見て, 一様磁場 B 中に電荷 q の粒子が静止しているとする。このとき粒子には力は働か

ず静止したままである。一方, S′から見ると, 粒子は磁場 B中を x′軸方向に − v の速度で移動する

から,ローレンツ力が働き円運動するように思えるが,そんなことはないはずである。上式で E = 0

とすると

E′ =
v×B√
1− β2

, B′ =
B√
1− β2

+

(
1− 1√

1− β2

)
(v ·B)v

v2
, v = ( v, 0, 0 )

S′ 系での粒子の速度を V ′ とすると, 粒子に働く力 F ′ は

F ′ = qE′ + qV ′×B′ = q
(v + V ′)×B√

1− β2
+ q

(
1− 1√

1− β2

)
(v ·B) (V ′×v)

v2

したがって V ′ = −v とすると F ′ = 0 である。S′ から見ると, 粒子には − qv×B′ 以外に電気的力

qE′ も作用し, 両者は打ち消しあう。S′ から見ても粒子には力は働かない。

次に, 運動している点電荷による電磁場を求める。電荷 q の粒子が一定の速さ v で x軸上を運動

している場合, S′ 系として粒子に固定した座標系をとれば

E′
x =

q

4πε0

x′

r′3
, E′

y =
q

4πε0

y′

r′3
, E′

z =
q

4πε0

z′

r′3
, B′ = 0 , r′ =

√
x′2 + y′2 + z′2

である。S系は S′ から見れば x軸負の方向に速さ v で移動しているから (1.32), (1.33)で v → − v

の置き換えをすれば, 逆に E, B を E′, B′ を表せる。これに上式を代入すると

Ex =
q

4πε0

x′

r′3
, Ey =

q

4πε0

y′

r′3
1√

1− β2
, Ez =

q

4πε0

z′

r′3
1√

1− β2

Bx = 0 , By = − v

c2
q

4πε0

z′

r′3
1√

1− β2
, Bz =

v

c2
q

4πε0

y′

r′3
1√

1− β2

更に x′ = (x− vt)/
√
1− β2, y′ = y, z′ = z を代入すると

E =
1√

1− β2

q

4πε0

x− vt

r′3
, B =

1

c2
v×E , r′ =

√
(x− vt)2

1− β2
+ y2 + z2 (1.34)

になる。ただし v = (v, 0, 0) である。ポテンシャル Aµ は

A0 =
φ

c
=
A′0 + βA′

x√
1− β2

, Ax =
A′

x + βA′0√
1− β2

, Ay = A′
y , Az = A′

z

及び

φ′ =
q

4πε0 r′
, A′ = 0

から

φ =
1√

1− β2

q

4πε0 r′
, A =

1√
1− β2

µ0

4π

qv

r′
(1.35)

になる。φ(x) =一定 である等電位面は

r′2 =
(x− vt)2

1− β2
+ y2 + z2 =一定

であるから, (vt, 0, 0) を中心とし x軸方向に
√
1− β2 倍に圧縮された回転楕円体になる。等電位面

はローレンツ収縮する。
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非相対論的極限 ( β → 0 )では

E ≈ q

4πε0

x− vt

r′3
, B ≈ µ0

4π

qv× (x− vt)

r′3
, r′ =

(
(x− vt)2 + y2 + z2

)1/2
となる。E は (vt, 0, 0) に電荷 q があるときの静電場, B は電流密度が qv δ(x − vt) である場合の

ビオ・サバールの法則と一致する。

問 1.1 (1.32), (1.33)を導け。

問 1.2 点 x = (0, y, 0) における (1.34)を考える。β → 1 ( v → c ) の場合, 粒子がこの点に最接近

したときだけ, E と B は非常に大きくなることを示せ。

問 1.3 ローレンツ変換を用いずに (1.35)を求める。電荷 q の点電荷が一定速度 v で x軸上を運動

している。このとき, 電荷密度 ρ(x, t) は

ρ(x, t) = q δ(x− vt)δ(y)δ(z) = q δ(x− βx0)δ(y)δ(z) , ただし x0 = ct , β = v/c

である。ローレンツゲージを採用すると, スカラーポテンシャル φ(x, t) はMaxwell方程式(
∂2

∂x20
−∇2

)
φ(x, t) =

1

ε0
ρ(x, t) (1.36)

を満たす。

1. x′ =
x− βx0√
1− β2

, x′0 =
x0 − βx√
1− β2

とする。ダランベルシャンはローレンツ・スカラーで

あるから当然の結果ではあるが, 具体的に計算して
∂2

∂x20
− ∂2

∂x2
=

∂2

∂x′20
− ∂2

∂x′2
を示せ。

2. ρ = q δ(
√
1− β2 x′ )δ(y)δ(z) であり x′0 に依存しないから φ も x′0 に依存しないとす

る。(1.36)を解き φ を求めよ。ただし

φ = − 1

4π

1√
x2 + y2 + z2

は ∇2φ = δ(x)δ(y)δ(z) の解である。

1.4 相対論的運動方程式

以下の内容は共変的形式で記述できるが, ここでは時間を特別扱いする形式で行う。相対論的運

動量 pµ = (E/c,p) を速度 v = ẋ = dx/dt で表すと

pµ =
mẋµ√

1− v2/c2
, つまり p =

mv√
1− v2/c2

, p0 =
mc√

1− v2/c2
=
√
p2 + (mc)2

pµpµ = (p0)2 − p2 = (mc)2 であるから, pµpµ はローレンツスカラーであり pµ はローレンツベクト

ルである。電磁場中の粒子の相対論的運動方程式は, 電荷を q とすると

dp

dt
=

d

dt

mv√
1− v2/c2

= qE + qv×B (1.37)

で与えられる。この方程式をオイラー方程式から導く。
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系のラグランジアンを L = L(x, ẋ) とすると, オイラー方程式は

d

dt

∂L

∂ẋk
=

∂L

∂xk

である。自由粒子の場合, この方程式が

d

dt

mẋk√
1− ẋ2/c2

= 0

になるためには, L は ẋ だけの関数で

∂L

∂ẋk
=

mẋk√
1− ẋ2/c2

, ∴ L = −mc2
√
1− ẋ2/c2

であればよい。電磁場との相互作用がある場合, 静電ポテンシャルは qcA0 であるから, 非相対論の

静的極限では

LNR =
m

2
ẋ2 − qcA0 =

m

2
ẋ2 − q

dx0

dt
A0

これとの類似から

L = −mc2
√
1− ẋ2/c2 − q

dxµ

dt
Aµ = −mc2

√
1− ẋ2/c2 − qcA0 + q ẋ·A (1.38)

を採用する。

∂L

∂ẋk
=

mẋk√
1− ẋ2/c2

+ qAk ,
∂L

∂xk
= − qc

∂A0

∂xk
+ q ẋ· ∂A

∂xk
= qc ∂kA0 + q ẋ`∂

kA` (1.39)

これから, オイラー方程式は

dpk

dt
= qc ∂kA0 + qẋ`∂

kA` − q
dAk

dt
, pk =

mẋk√
1− ẋ2/c2

である。ところで

dAk

dt
=

d

dt
Ak
(
t, x1(t), x2(t), x3(t)

)
=
∂Ak

∂t
+
dx`

dt

∂Ak

∂x`
= c ∂0Ak + ẋ`∂

`Ak

であるから

dpk

dt
= qc

(
∂kA0 − ∂0Ak

)
+ qẋ`

(
∂kA` − ∂`Ak

)
= qcF k0 + qẋ`F

k` = qF kν ẋν (1.40)

になる。(1.30)より

Fµν ẋν =


0 −Ex/c −Ey/c −Ez/c

Ex/c 0 −Bz By

Ey/c Bz 0 −Bx

Ez/c −By Bx 0




c

− ẋ

− ẏ

− ż

 =


ẋ·E/c

Ex + (ẋ×B)x

Ey + (ẋ×B)y

Ez + (ẋ×B)z


であるから (1.40)は (1.37)に一致する。p0 =

√
p2 + (mc)2 より

dp0

dt
=

p·ṗ√
p2 + (mc)2

=
p·ṗ
p0

=
1

c
ẋ·ṗ =

q

c
ẋ·E = qF 0ν dxν

dt

(1.40)と合わせれば
dpµ

dt
= qFµν dxν

dt
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である。

ハミルトニアン H は

H =
∂L

∂ẋk
ẋk − L =

mẋ2√
1− ẋ2/c2

+ qA·ẋ− L =
mc2√

1− ẋ2/c2
+ qcA0

= c
√
p2 + (mc)2 + qcA0

= c
(
p0 + qA0

)
正準運動量 P

P k =
∂L

∂ẋk
=

mẋk√
1− ẋ2/c2

+ qAk = pk + qAk

を用いると

H = c

√
(P − qA)

2
+ (mc)2 + qcA0 (1.41)

と表せる。時間成分を P 0 = p0 + qA0 で定義すれば H = cP 0 である。Pµ = (H/c,P ) はローレン

ツベクトルになる。

pµpµ =
(
Pµ − qAµ

)(
Pµ − qAµ

)
= (mc)2 (1.42)

であり, P 0 について解けば (1.41)を得る。

問 1.4 慣性系 S′ が S に対して x軸方向に一定の速度 V で移動する場合 β = V/c とすると

p′0 =
p0 − βpx√

1− β2
, p′x =

px − βp0√
1− β2

, p′y = py , p′z = pz

である。自由粒子の場合

d3p′

p′0
=
d3p

p0
, つまり

dp′xdp
′
ydp

′
z√

p′2 + (mc)2
=

dpxdpydpz√
p2 + (mc)2

を示せ。d3p/p0 はローレンツ・スカラーである。
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2 クライン・ゴルドン方程式

2.1 クライン・ゴルドン方程式

12ページで定義した正準運動量 Pµ を pµ で表す。

p =
mv√

1− v2/c2
+ qA(x) , p0 =

H

c
=

√(
p− qA(x)

)2
+ (mc)2 + qA0(x) (2.1)

(
pµ − qAµ

)(
pµ − qAµ

)
= (mc)2 (2.2)

である。非相対論的量子力学と同様に

p0 =
H

c
→ i~

c

∂

∂t
= i~

∂

∂x0
, pk → − i~

∂

∂xk
= − i~∂k = i~ ∂k

つまり

pµ → p̂µ = i~ ∂µ (2.3)

とする。力学的運動量 pµ − qAµ ではなく正準運動量 pµ を微分演算子で置き換える。交換関係は

[xk , p̂` ] = i~ δk` , [x0 , p̂0 ] = − i~ , つまり [xµ , p̂ν ] = − i~ gµν

である。

スピン 0 の粒子を考える。粒子は内部自由度を持たず, 非相対論では, 波動関数は 3次元のスカ

ラーで表されるが, 相対論ではローレンツ・スカラーに置き換わる。

(2.1)で (2.3)の置き換えをすれば, 相対論的量子力学の方程式として

i~
∂

∂t
ψ(x) =

(
qφ(x) + c

√(
−i~∇− qA

)2
+ (mc)2

)
ψ(x) , φ(x) = cA0(x)

を得る。この方程式の欠点は

• 時間については 1階, 空間については 2階の微分であり, 時間と空間座標は対称的ではないた

め, 相対論的共変性が明瞭ではない。

• ∇ が
√
の中にあるため, 確率の流れ密度を作ることが困難である。

などである。そこで (2.2) で置き換えをすると(
PµPµ − (mc)2

)
ψ(x) = 0 , Pµ = i~ ∂µ − qAµ(x) (2.4)

あるいは((
i~
∂

∂t
− qφ(x)

)2

− c2
(
− i~∇− qA(x)

)2
− (mc2)2

)
ψ(x) = 0 , φ(x) = cA0(x) (2.5)

になる。これをクライン・ゴルドン (Klein–Gordon)方程式という。クライン・ゴルドン (KG)方

程式がローレンツ変換に対して不変になることは (2.4)より明らかである。

KG方程式の量子力学的解釈を行うためには, 連続の方程式 ∂µj
µ(x) = 0 を満たし, 確率密度

ρ(x) = j0(x)/c が正定値になる jµ(x) が定義できなければならない。jµ = (cρ, j) はローレンツ・ベ

クトルであるから ρ はベクトルの時間成分でありスカラーではない。したがって, ローレンツ・ス

カラー ψ(x) を用いて ρ(x) = |ψ(x)|2 とは定義できない。ここで

F (x) = i~ ∂µ
(
ψ∗Pµψ

)
= i~ (∂µψ∗)Pµψ + ψ∗i~ ∂µPµψ
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を考える。右辺第 2項で i~ ∂µ = Pµ + qAµ と置き換えると

F (x) = ψ∗PµP
µψ +

(
i~ (∂µψ∗) + qAµψ

∗
)
Pµψ = (mc)2|ψ|2 − (Pµψ)

∗Pµψ

ただし (2.4)を用いた。F (x) は実数になるから

F (x)− F ∗(x) = i~ ∂µ
(
ψ∗Pµψ + ψ(Pµψ)∗

)
= 0

である。したがって

jµ(x) =
1

2m

(
ψ∗Pµψ + ψ(Pµψ)∗

)
=

1

m
Re
(
ψ∗Pµψ

)
(2.6)

とすると ∂µj
µ(x) = 0 であり連続の方程式を満たす。Pµ の定義より ( φ = cA0 )

ρ(x) =
j0(x)

c
=

1

mc2
Re
(
ψ∗(i~∂t − qφ(x)

)
ψ
)

(2.7)

j(x) =
1

m
Re
(
ψ∗(− i~∇− qA(x)

)
ψ
)

(2.8)

である。j が無限遠で十分早く 0 になるとすれば

N =

∫
d3x ρ(x) =一定 (2.9)

である。N が KG方程式で記述される状態 ψ(x) の保存するノルムを表す。

j(x) は非相対論での流れの密度と同じだが, ρ(x) は非相対論での確率密度 |ψ(x)|2 とは全く異な
る。Aµ(x) が時間に依存しないとき, KG方程式の解として定常状態 ψ(x) = e−iEt/~ϕ(x) が存在す

る。これを (2.5)に代入すると((
E − qφ(x)

)2
− (mc2)2 − c2

(
− i~∇− qA(x)

)2)
ϕ(x) = 0 (2.10)

非相対論と比較するため E = mc2 + ε とすると

1

2m

(
−i~∇− qA(x)

)2
ϕ(x) +

(
1 +

ε− qφ(x)

2mc2

)(
qφ(x)− ε

)
ϕ(x) = 0

である。(2.7)より

ρ(x) =
E − qφ(x)

mc2
|ϕ(x)|2 =

(
1 +

ε− qφ(x)

mc2

)
|ϕ(x)|2 (2.11)

したがって, |ε− qφ(x)| � mc2 ならば(
1

2m

(
−i~∇− qA(x)

)2
+ qφ(x)

)
ϕ(x) ≈ εϕ(x) , ρ(x) ≈ |ϕ(x)|2

になり非相対論を再現する。KG方程式は連続の方程式を満たし, 非相対論的近似ではシュレディン

ガー方程式になる。

以上は満足すべき結果である。ところで, KG方程式は時間について 2 解の微分方程式であるか

ら, ψ(x) を決定するためには, ある時刻で ψ と ∂ψ/∂t を与える必要がある。これらは独立に与え

られるから, (2.7)で定義した ρ(x) は正にも負にもなり正定値ではない。物理的状態を ρ(x) が正の

状態に制限できれば ρ(x) を確率密度と解釈できるだろう。しかし, 次の階段ポテンシャルで示すよ

うに, ρ が正の状態と負の状態を分離できない場合がある。
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自由粒子

KG方程式は (
�+

(mc
~

)2)
ψ(x) = 0

になる。平面波

ψ(x) = exp(−ip·x/~) , p·x = pµxµ = p0x0 − p·x

を代入すると(
− pµpµ

~2
+
(mc

~

)2)
exp(−ip·x/~) = 1

~2
(
p2 + (mc)2 − p20

)
exp(−ip·x/~) = 0

になるから

ψ(x) = exp
(
− iEt/~+ ip·x/~

)
, E = ±Ep , Ep = c

√
p2 + (mc)2 > 0

は KG方程式の解である。(2.11)より ρ = E/(mc2) = ±Ep/(mc
2) になるから, 負エネルギー解で

は ρ < 0 である。

2.2 階段ポテンシャル

1次元で A0(x, t) が時間に依存せず Ax(x, t) = 0 の場合, 定常状態は (2.10)より(
(~c)2

d2

dx2
+
(
E − qφ(x)

)2
− (mc2)2

)
ϕ(x) = 0 (2.12)

で決まる。階段ポテンシャル

φ(x) =

{
0 , x < 0

V0 , x > 0
, qV0 > 0

の場合, (2.12)の一般解は

ϕ(x) =

 Aeipx/~ +Be−ipx/~ , x < 0

CeiPx/~ +De−iPx/~ , x > 0
(2.13)

ただし

cp =
√
E2 − (mc2)2 , cP =

√
(E − qV0)2 − (mc2)2

である。ρ は

ρ =
E − qφ

mc2
|ϕ|2 =


E

mc2
|ϕ|2 , x < 0

E − qV0
mc2

|ϕ|2 , x > 0

(2.14)

になる。E > mc2 として ( p は正の実数 ), x < 0 の側から正エネルギーの粒子が入射する場合を

考える。E を p, P で表せば

E =
√
(cp)2 + (mc2)2 = qV0 ±

√
(cP )2 + (mc2)2 ,

{
+ , E − qV0 > 0

− , E − qV0 < 0
(2.15)

である。
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x < 0 では ρ > 0 になり正ノルムの状態である。ρ と流れの密度 j =
~
m
Im
(
ϕ
dϕ∗

dx

)
に対する

ϕa = Aeipx/~ の寄与は

ρa =
E

mc2
|A|2 , ja =

p

m
|A|2 =

c2p

E
ρa , v =

ja
ρa

=
c2p

E
=

c2p√
(cp)2 + (mc2)2

(2.16)

流れの密度 = 速度×密度 より, v は状態 eipx/~ の粒子の速度であり古典的相対論の速度に一致す

る。状態 eipx/~ , e−ipx/~ は速さ cp/E でそれぞれ x軸正方向, 負方向に進む粒子を表す。

x > 0 での状態を考える。

• ポテンシャル障壁が低く qV0 < E − mc2 のとき, P は実数になり粒子は x > 0 の領域を通

過する ( 下の左図。影付き部分は p, P が実数で波動関数が振動解になるエネルギー領域を表

す )。ϕa(x) と同様に ϕc(x) = CeiPx/~ を考えると

ρc =
E − qV0
mc2

|C|2 , jc =
P

m
|C|2 =

c2P

E − qV0
ρc , v =

c2P

E − qV0
=

c2P√
(cP )2 + (mc2)2

E − qV0 > mc2 > 0 より ρ > 0 , v > 0 である。eiPx/~ は x軸正方向に進む粒子を表す。v は

運動量 P の古典粒子の速度である。状態 e−iPx/~ の粒子は x軸負方向に進む。

• ポテンシャル障壁が高くなり E −mc2 < qV0 < E +mc2 の場合 (中央の図), P は純虚数にな

り粒子は x > 0 の領域を通過できない。以上は非相対論と同様の現象である。

• qV0 > E +mc2 > 2mc2 では再び P が正の実数になり, 粒子は x > 0 の領域を通過する。ポ

テンシャル障壁が非常に大きい場合であり, 非相対論的には粒子は通過できない。E − qV0 <

−mc2 であるから, x > 0 では ρ < 0 になり, ρ < 0 の状態を分離することはできない。下の

右図から分かるように, x > 0 の波動関数は, 自由粒子の負エネルギーの振動解に対応する。

非相対論的には, この部分は振動解ではないため粒子は透過できない。

−mc2
mc2

qV0 +mc2

qV0 −mc2

E

qV0 < E −mc2

−mc2
mc2

qV0 +mc2

qV0 −mc2

E

E −mc2 < qV0 < E +mc2

−mc2
mc2

qV0 +mc2

qV0 −mc2
E

qV0 > E +mc2

qV0 > E +mc2 の場合, (2.15)より

E = qV0 −
√
(cP )2 + (mc2)2 , v =

c2P

E − qV0
= − c2P√

(cP )2 + (mc2)2
(2.17)

v < 0 になり eiPx/~ は x軸負方向に進む粒子を表す。v は運動量 −P の古典的粒子の速度である。

ところで, 電荷 q, 運動量 −P の粒子のエネルギーは x > 0 では

qV0 +
√
(cP )2 + (mc2)2

のはずであるが, これは (2.17)とは異なる。したがって, 状態 eiPx/~ の粒子は電荷 q の粒子とは見

なせない。この粒子を反粒子 ( 質量が同じで電荷が逆符号 − q の粒子 ) とするならば, 反粒子に作

用するポテンシャルは − qV0 になるから, 反粒子のエネルギー E は

E = − qV0 +
√
(cP )2 + (mc2)2 = −E
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である。− qV0 < − (E +mc2) < − 2mc2 であり反粒子に作用するポテンシャルは非常に深くなる。

したがって, E < 0 であっても運動エネルギーは正になり, ポテンシャル中を通過できる。電荷 q の

粒子が入射して x > 0 に電荷 − q の反粒子が発生するならば, 電荷保存から電荷 q の粒子が x < 0

の側に発生する。この粒子のエネルギーが E =
√

(cp)2 + (mc2)2 ならば, 対生成した 2粒子のエネ

ルギーの和は E+E = 0になりエネルギー保存は成り立つ。また, qρを電荷密度と見なせば, x > 0

では反粒子が存在するため ρ < 0 になると解釈できる。

qV0 > E +mc2 の場合, (2.13)を x = 0 で接続する。eiPx/~ は x軸負方向に進むから, x > 0 で x

軸正方向に進む境界条件を満たすためには C = 0 である。したがって

ϕ(x) =

{
Aeipx/~ +Be−ipx/~ , x < 0

De−iPx/~ , x > 0
(2.18)

x = 0 で ϕ, dϕ/dx は連続であるから

A+B = D , p(A−B) = −PD , ∴ B

A
=
p+ P

p− P
,

D

A
=

2p

p− P

になる。入射波 Aeipx/~, 反射波 Be−ipx/~, 透過波 De−iPx/~ の電流密度 qj をそれぞれ ja , jb , jd

とすると

ja =
p

m
|A|2 , jb = − p

m
|B|2 , jd = − P

m
|D|2

になる。電荷密度 qρ は

ρa =
E

mc2
|A|2 , ρb =

E

mc2
|B|2 , ρd =

E − qV0
mc2

|D|2 < 0

粒子の速度 v = j/ρ は

va =
c2p

E
, vb = − c2p

E
, vd = − c2P

E − qV0
> 0

である。単位時間に電荷 q が入射したとき, 単位時間に反射されてくる電荷 qR は

R =
|vb|ρb
|va|ρa

=
|B|2

|A|2
=

(
p+ P

p− P

)2

> 1

透過する電荷 qT は

T =
|vd|ρd
|va|ρa

= − P

p

|D|2

|A|2
= − 4pP

(p− P )2
< 0

になる。R > 1 であるから入射粒子よりも反射粒子の方が多い。これは入射した粒子が反射されて

戻ってくるだけでなく, ポテンシャル障壁で対生成した ± q粒子のうち, 電荷 q の粒子も反射粒子の

加わるためである。T < 0 は電荷 − q の反粒子に対応する。R+ T = 1 であり電荷は保存する。

(2.12)において, E → −E , q → − q と置き換えても方程式は不変である。したがって, (2.12)を

満たす ϕ(x) は, 電荷 q の粒子のエネルギー E の状態とも見なせるし, 電荷 − q の反粒子のエネル

ギー −E の状態とも見なせる。上の議論から, ノルムが正の ϕ(x)を電荷 q の粒子の状態, ノルムが

負の状態を反粒子の状態とし, qρ(x) を電荷密度と解釈すると, 物理的に整合性のある形式になる。

ノルムの正負とエネルギーの正負は, 一般には対応しない。しかし, Aµ が弱い場合, 自由粒子と同

様に, 正 (負)エネルギー解は正 (負)ノルムになる。このとき E < 0 の解は反粒子を表し, 反粒子の

エネルギーは −E > 0 になる。

一般的な KG方程式 (2.4)の複素共役をとると((
i~ ∂µ + qAµ(x)

)(
i~ ∂µ + qAµ(x)

)
− (mc)2

)
ψ∗(x) = 0
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になるから, ψ(x) が電荷 q のKG方程式 (2.4)の解であるとき, ψ∗(x) は電荷 − q のKG方程式の解

である。ただし, ψ∗(x) は電荷 q のKG方程式の解ではない。(2.9)の N が正ならば ψ(x) は電荷 q

の粒子の状態を表し, 負ならば ψ∗(x) が反粒子の状態を表す。定常状態 ψ(x) = e−iEt/~ϕ(x) の場

合, ψ∗(x) = eiEt/~ϕ∗(x) であるから, ϕ∗(x) はエネルギー −E の反粒子の状態である。したがって,

ψ(x) = e−iEt/~ϕ(x) が電荷 q で負エネルギー E < 0 の解であるとき, ψ∗(x) は電荷 − q で正エネ

ルギー −E > 0の解になる。非物理的解と思われる負エネルギー解はこのような物理的解釈が可能

である。KG方程式は電荷 q の粒子だけでなく, 電荷 − q の反粒子も同時に扱う相対論的量子力学

の基礎方程式と見なせる。このとき, 連続の方程式 ∂µj
µ(x) = 0 は電荷保存を表すことになり, 確

率は保存しない。これは粒子・反粒子の対生成・対消滅が起こりえることを意味する。なお, 時間に

ついて 1階の微分方程式であるシュレディンガー方程式(
i~
∂

∂t
− qφ(x)

)
ψ(x) =

1

2m

(
−i~∇− qA(x)

)2
ψ(x)

の複素共役は

−
(
i~
∂

∂t
+ qφ(x)

)
ψ∗(x) =

1

2m

(
−i~∇+ qA(x)

)2
ψ∗(x)

であるから, ψ∗(x) は電荷 − q のシュレディンガー方程式を満たさない。ψ∗(x,−t) は電荷 q の状

態 ψ(x) を時間反転した状態を表す。シュレディンガー方程式は単一電荷の粒子を記述する方程式

である。

2.3 クライン・ゴルドン方程式の 2成分形式

H. Feshbach and F. Villars, Rev. Mod. Phys. 30 (1958) 24

KG方程式は, シュレディンガー方程式と異なり, 時間について 2階の微分方程式であり, このため

ρ に時間微分が現れる。2階の微分方程式は 1階の連立微分方程式で表せるから, KG方程式を時間

について 1階の連立微分方程式に書き直してみる。ただし, 2自由度になる。この自由度が電荷 ± q

の粒子を表す。

(2.4)は(
P 2
0 − (mc)2 − P 2

)
ψ(x) = − (mc)2

(
1 +

1

mc
P0

)(
1− 1

mc
P0

)
ψ(x)− P 2ψ(x) = 0

になるから

F (x) =
1

2

(
1 +

1

mc
P0

)
ψ(x) , G(x) =

1

2

(
1− 1

mc
P0

)
ψ(x)

つまり

ψ(x) = F (x) +G(x) , P0ψ = mc
(
F (x)−G(x)

)
とすると(

1− 1

mc
P0

)
F = − 1

2(mc)2
P 2
(
F +G

)
,

(
1 +

1

mc
P0

)
G = − 1

2(mc)2
P 2
(
F +G

)
整理すれば

i~
∂F

∂t
=

P 2

2m

(
F +G

)
+
(
qφ+mc2

)
F , i~

∂G

∂t
= − P 2

2m

(
F +G

)
+
(
qφ−mc2

)
G (2.19)

になる。これを 2成分波動関数で表せば

i~
∂

∂t
Ψ = HΨ , Ψ(x) =

(
F (x)

G(x)

)

http://prola.aps.org/abstract/RMP/v30/i1/p24_1
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ただし

H =
P 2

2m

(
1 1

−1 −1

)
+mc2

(
1 0

0 −1

)
+ qφ =

P 2

2m

(
τ3 + iτ2

)
+mc2τ3 + qφ (2.20)

ここで τ はパウリ行列

τ1 =

(
0 1

1 0

)
, τ2 =

(
0 −i
i 0

)
, τ3 =

(
1 0

0 −1

)

である。(2.6)を F , G で表すと

ρ =
j0

c
=

1

2mc

(
ψ∗P0ψ + ψ(P0ψ)

∗
)
= |F |2 − |G|2 = Ψ†τ3Ψ

j =
1

2m

(
(F +G)∗P (F +G) + (F +G)

(
P (F +G)

)∗ )
=

1

2m

(
Ψ†

(
1 1

1 1

)
P Ψ +

(
P ∗Ψ †

)( 1 1

1 1

)
Ψ

)

=
1

2m

(
Ψ †(1 + τ1)P Ψ +

(
P ∗Ψ†) (1 + τ1)Ψ

)
になる。2種類の電荷 ± q を扱うならば, 電荷密度 qρ が 2つに正定値の差で表されるのは自然な形

式である。

H∗ =
τ3 + iτ2
2m

(
+ i~∇− qA

)2
+mc2τ3 + qφ

より

τ1H
∗τ1 = − τ3 + iτ2

2m

(
− i~∇− (−q)A

)2
−mc2τ3 + qφ = −H(− q)

になるから

τ1(HΨ)
∗ = τ1H

∗τ1τ1Ψ
∗ = −H(− q)τ1Ψ

∗

したがって

Ψc = τ1Ψ
∗ =

(
G∗

F ∗

)
とすると

i~
∂Ψ

∂t
= HΨ ⇐⇒ i~

∂Ψ∗

∂t
= − (HΨ)∗ ⇐⇒ i~

∂

∂t
Ψc = H(− q)Ψc

Ψ が定常状態ならば

HΨ = EΨ ⇐⇒ H(− q)Ψc = −EΨc

H(q) の負 (正)エネルギー解は H(− q) の正 (負)エネルギー解である。E が H(q) の固有値である

とき, 自由粒子以外では, −E は一般には H(q) の固有値ではない。

密度は

ρc = Ψ†
c τ3Ψc = |G|2 − |F |2 = − ρ

になり符号が逆になる。したがって, Ψ が電荷 q の粒子の状態を表すとき, Ψc は逆の電荷 − q の粒

子の状態を表すと解釈できる。N は時間に依らないから

N =

∫
d3x ρ(x) =

∫
d3xΨ†τ3Ψ = 1

で規格化すると, 状態 Ψ の全電荷は q であり電荷 q の粒子である。このとき, 自動的に∫
d3x ρc(x) =

∫
d3xΨ †

c τ3Ψc = − 1
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であり, Ψc は電荷 − q の粒子を表すことになる。

自由粒子 自由粒子の場合 ( Aµ = 0 )

Ψ(x) = e−ip·x/~ϕ(p) = e−ip·x/~

(
f(p)

g(p)

)

とすると (2.19)は

(
E −mc2

)
f =

p2

2m

(
f + g

)
,

(
E +mc2

)
g = − p2

2m

(
f + g

)
になる。

g = − p2/2m

E +mc2 + p2/2m
f =

(mc2)2 − E2
p

2mc2E +mc2 + E2
p

f , Ep =
√
(mc2)2 + (cp)2

を第 1式に代入すると (
E −mc2 − p2

2m

)(
E +mc2 +

p2

2m

)
+

(
p2

2m

)2

= 0

でなければならないから

E2 = (mc2)2 + (cp)2 , ∴ E = ±Ep

これから

g =
mc2 ∓ Ep

mc2 ± Ep
f

になる。

|f |2 − |g|2 = ± 4mc2Ep

(mc2 ± Ep)2
|f |2 = ± 1

で規格化すると

f =
mc2 ± Ep

2
√
mc2Ep

, g =
mc2 ∓ Ep

2
√
mc2Ep

とすればよい。したがって

E = Ep , Ψ+,p(x) = e−ip·x/~ϕ+ , ϕ+ =
1

2
√
mc2Ep

(
mc2 + Ep

mc2 − Ep

)
, Ψ†

+τ3Ψ+ = 1

E = −Ep , Ψ−,p(x) = e−ip·x/~ϕ− , ϕ− =
1

2
√
mc2Ep

(
mc2 − Ep

mc2 + Ep

)
, Ψ†

−τ3Ψ− = − 1

になる。

τ1Ψ
∗
+,p(x) = Ψ−,−p(x) , ϕ†

+τ3ϕ− = ϕ†
+τ3τ1ϕ+ = 0

を満たす。非相対論 η = p/mc� 1 では

ϕ+ =

(
1 + η4/32 + · · ·
− η2/4 + · · ·

)
≈

(
1

0

)
, ϕ− =

(
− η2/4 + · · ·

1 + η4/32 + · · ·

)
≈

(
0

1

)

になる。
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3 ディラック方程式

3.1 ディラック方程式の導出

クライン・ゴルドン方程式は時間と空間について 2階の微分方程式である。相対論では,時間と空

間は同等に扱うべきであり, この点からするとクライン・ゴルドン方程式は満足すべき形式である。

しかし, 時間についても 2階微分であるため, 連続の方程式を満たす密度 ρ は, 時間微分 ∂ψ/∂t を

含み正定値ではなくなる。時間微分を含まない正定値の ρ を定義するためには, シュレディンガー

方程式と同様に, 時間について 1階の微分方程式を考える必要がある。ただし, シュレディンガー方

程式と異なり, 空間微分についても 1階である。

時間と空間について 1階の微分方程式を求める。波動関数 ψ(x) は 1成分に限定せず N 個の成分

からなるとし

ψ(x) =


ψ1(x)

ψ2(x)
...

ψN (x)

 , ψ†(x) =
(
ψ∗
1(x) ψ∗

2(x) · · · ψ∗
N (x)

)

とする。確率密度 ρ(x) を

ρ(x) = ψ†(x)ψ(x) =
N∑

a=1

|ψa(x)|2 (3.1)

で定義する。ρ(x) は正定値である。ψ(x) の波動方程式は H を N×N 行列として

i~
∂ψ(x)

∂t
= Hψ(x) , 成分で表せば i~

∂ψa(x)

∂t
=

N∑
b=1

Hab ψb(x) (3.2)

の形になる。H は 1階の空間微分を含むから, 自由粒子の場合

H = c
(
αxp̂x + αyp̂y + αz p̂z

)
+mc2β = cα·p̂+mc2β , p̂ = − i~∇ (3.3)

とおける。αx, αy, αz, β は定数要素のN×N 行列である。α, β を無次元にするために係数 c, mc2

を付けた。なお, 例えば

αxp̂xψ(x) = αx


p̂xψ1(x)

p̂xψ2(x)
...

p̂xψN (x)

 =


(αx)11 · · · (αx)1N

(αx)21 · · · (αx)2N
...

. . .
...

(αx)N1 · · · (αx)NN




p̂xψ1(x)

p̂xψ2(x)
...

p̂xψN (x)


である。確率解釈を行うには, ρ が正定値であることと連続の方程式を満たす必要がある。

∂ρ

∂t
=
∂ψ†

∂t
ψ + ψ† ∂ψ

∂t
=

1

i~

(
− (Hψ)†ψ + ψ†Hψ

)
に

Hψ = − i~cα·∇ψ +mc2βψ , (Hψ)† = i~c (∇ψ†)·α† +mc2ψ†β†

を代入すると

∂ρ

∂t
= − c

(
ψ†α·∇ψ + (∇ψ†)·α†ψ

)
+
mc2

i~
ψ†
(
β − β†

)
ψ

= − c∇·(ψ†αψ) + c (∇ψ†)·
(
α−α†

)
ψ +

mc2

i~
ψ†
(
β − β†

)
ψ
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になる。したがって, α , β がエルミート行列 α† = α , β† = β ならば連続の方程式

∂ρ

∂t
+∇·j = 0 , ただし j(x) = c ψ†(x)αψ(x) (3.4)

が成り立つ。j が確率の流れの密度を表す。シュレディンガー方程式と同様に, H がエルミート演

算子ならば (3.2)は確率保存を満たす。

自由粒子の ψ(x) はクライン・ゴルドン方程式を満たすべきである。(3.2)を時間で微分すると

− ~2
∂2ψ

∂t2
= Hi~

∂ψ(x)

∂t
= H2ψ(x)

自由粒子の場合, クライン・ゴルドン方程式 (2.5)は

− ~2
∂2ψ

∂t2
=
(
c2p̂2 + (mc2)2

)
ψ

になるから

H2 =
(
c2p̂2 + (mc2)2

)
I , I = N×N の単位行列 (3.5)

である。以下では単位行列 I は明示しない。H が行列でなければ H = ±
√
c2p̂2 + (mc2)2 である

が, (3.3)の場合, 上式はエルミート行列 α, β に制限を与える。4つの行列 α, β は互いに可換とは

限らないことに注意すると

H2 =
(
cα·p̂+mc2β

)2
= c2α·p̂ α·p̂+mc3 (αβ + βα)·p̂+ (mc2)2β2

α·p̂ α·p̂ =
∑
k`

αkα`p̂kp̂` =
∑
k

(αk)2(p̂k)2 +
∑
k<`

(
αkα` + α`αk

)
p̂kp̂`

である。したがって

αkα` + α`αk = 2δk` , αkβ + βαk = 0 , β2 = 1 (3.6)

ならば (3.5)が成り立つ。4つの行列 αk, β は互いに反交換し, かつ, (αk)2 = β2 = 1 である。

次に, 行列の次元 N を求める。(αk)2 = β2 = 1 であるからエルミート行列 αk, β の固有値は ± 1

である。2番目の式に β あるいは αk をかけると

αk + βαkβ = 0 , β + αkβαk = 0 , ( kについて和は取らない )

である。したがって, トレースの性質 Tr(AB) = Tr(BA) を使うと

Tr(αk) = −Tr(βαkβ) = −Tr(αkβ2) = −Tr(αk) = 0 , 同様に Tr(β) = 0

である。例えば, エルミート行列 β は適当なユニタリー行列 U により対角形

U−1βU =


b1 0 0 · · ·
0 b2 0 · · ·
0 0 b3 · · ·
...

...

 , bk = βの固有値 = ± 1

にできる。対角要素が +1 の個数を n+, −1 の個数を n− とすると ( n+ + n− = N )

Tr(β) = Tr(U−1βU) =
∑
k

bk = n+ − n− = 0

したがって N = 2n+ =偶数 になる。
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最小の N は N = 2 である。この場合, パウリ行列

σ1 = σx =

(
0 1

1 0

)
, σ2 = σy =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 = σz =

(
1 0

0 −1

)

の 3個は互いに反交換し (σk)2 = 1 である。任意のエルミート行列 M は a, c1, c2, c3 を実数として

M =

(
a+ c3 c1 − ic2

c1 + ic2 a− c3

)
= a+ c·σ

と表せる。これが σx と反交換するためには

Mσx + σxM = 2aσx + 2c1σ
2
x = 2

(
c1 a

a c1

)
= 0 , ∴ a = c1 = 0

σy, σz についても同様にすると, σx, σy, σz と反交換する行列はゼロ行列になり M2 = 0 である。

したがって, N = 2 の場合, (3.6)を満たす 4個のエルミート行列は存在しない。

次に小さい N は N = 4 である。この場合, 例えば

α =

(
0 σ

σ 0

)
, β =

(
1 0

0 − 1

)
(3.7)

とすると (3.6)を満たす。ただし, 0 と 1 はそれぞれ 2×2 の 0行列と単位行列である。例えば, β は
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


の省略形である。以下では N = 4 とする。

まとめると ψ を 4成分スピノール

ψ(x) =


ψ1(x)

ψ2(x)

ψ3(x)

ψ4(x)

 (3.8)

とするとき

i~
∂ψ

∂t
= Hψ , H = cα·p̂+mc2β , p̂ = − i~∇ (3.9)

ただし αと β は (3.6)を満たす 4×4行列である。(3.9)を自由粒子のディラック方程式という。(3.6)

を満たす 4つの行列の具体的表現は一意には決まらない。最もよく使われる表現は (3.7)であり, こ

れをディラック・パウリ表現という。

電荷 q の粒子が電磁場 Aµ = (φ/c , A) 中の運動する場合, (3.9)に対して p̂µ → p̂µ − qAµ の置き

換えをすると

i~
∂ψ

∂t
= Hψ , H = qφ+ cα·

(
p̂− qA

)
+mc2β (3.10)

を得る。これが電磁場中でのディラック方程式である。この場合も, 連続の方程式 (3.4)は何の変更

もせずに成り立つ ( 問 3.6 )。自由粒子の場合, ψ(x) がクライン・ゴルドン方程式を満たすことを要

請した。しかし, (3.21)で示すように, Aµ 6=定数 のとき (3.10)の解 ψ(x) は (2.4)を満たさない。

問 3.1 (3.7)が (3.6)を満たすことを示せ。
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3.2 非相対論との比較

ディラック方程式 (3.10)の妥当性を非相対論的近似を行い検討してみる。定常状態を考えること

にして

ψ(t,x) = e−iEt/~ϕ(x)

とする。非相対論の場合, エネルギー固有値には静止質量 mc2 は含まれないから, これに対応して

E = mc2 + ε とすると, ディラック方程式 (3.10)は

Hϕ(x) =
(
mc2 + ε

)
ϕ(x) (3.11)

になる。4成分 ϕ(x) を 2つの 2成分スピノール F (x), G(x) で表して

ϕ(x) =

(
F (x)

G(x)

)

とし, ディラック表示 (3.7)を使うと

(
H −mc2

)
ϕ =

(
V0 cσ ·π̂

cσ ·π̂ V0 − 2mc2

)(
F

G

)
, V0(x) = qφ(x) , π̂ = p̂− qA

であるから (3.11)は

V0F + cσ ·π̂G = εF ,
(
V0 − 2mc2

)
G+ cσ ·π̂F = εG (3.12)

になる。これはディラック方程式を書き換えただけである。非相対論的近似は mc2 が他の量に比べ

て非常に大きい, つまり mc2 � |V0| , ε の場合によい近似になるだろう。このとき第 2式より

G =
c

2mc2 + ε− V0
σ ·π̂F =

1

2mc

(
1− ε− V0

2mc2
+ · · ·

)
σ ·π̂F ≈ σ ·π̂

2mc
F (3.13)

と近似できる。これを (3.12)の第 1式に代入すると

HNRF = εF , HNR =
σ ·π̂ σ ·π̂

2m
+ V0

になる。パウリ行列の性質

σ · aσ · b = a·b+ iσ ·
(
a×b

)
から

σ ·π̂ σ ·π̂ = π̂2 + iσ ·(π̂×π̂)

である。π̂ は微分演算子を含むため各成分が互いに交換しないことに注意すると

π̂×π̂ = − q
(
p̂×A+A×p̂

)
= i~q (∇×A) = i~qB

B = ∇×A は磁場である。したがって, 非相対論のハミルトニアンとして

HNR =
1

2m

(
p̂− qA

)2
− g

~q
2m

S ·B + V0 , S =
σ

2
, g = 2 (3.14)

を得る。シュレディンガー方程式では手で入れたスピン S と磁場の相互作用が,ディラック方程式で

は自動的に導かれ, また, その大きさも正確な値を与える。電子の場合, 実験的には g = 2.00232 で

ある。ディラック方程式は電子がスピン 1/2 の固有角運動量を持つことを仮定ではなく導出する。

これはディラック方程式の重要な成果の 1つある。なお, 実験的な g の値はディラック方程式の値

g = 2 とわずかであるが異なる。量子電磁力学により真空偏極の効果などを考慮すると, 理論値は

実験値に驚くほどよく一致する。
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問 3.2 非相対論に対する相対論的補正を考える。ただし, 簡単のため A = 0 とし V0 は r = |x| だ
けの関数とする。(3.13)において 1次の補正

G ≈ 1

2mc

(
1− ε− V0

2mc2

)
σ ·p̂F

まで考慮すると

(HNR +H ′)F = εF

になる。相対論的補正 H ′ にはスピン・軌道相互作用

H ′ =
~

4m2c2
1

r

dV0
dr

σ ·L+ · · ·

が現れることを示せ。ここで L = x×p̂ は軌道角運動量である。

問 3.3 V0 = 0 の場合, ディラック方程式 (3.11)は

HNRF (x) =
E2 − (mc2)2

2mc2
F (x)

になることを示せ。ただし, HNR は (3.14)で V0 = 0 としたものである。B =一定 の場合,

非相対論におけるランダウ準位の導出と同様にして E を求めよ。

3.3 γ行列

(3.10)を共変性が見やすくなる形式に書き直しておく。

γµ = (γ0 , γ ) , ただし γ0 = β , γ = βα

とする。(3.10)の両辺の β/c をかけると

i~γ0
∂ψ

∂x0
=
(
qγ0A0 + γ0α·

(
p̂− qA

)
+mc

)
ψ

であるから[
γ0
(
i~∂0 − qA0

)
− γ ·

(
p̂− qA

)
−mc

]
ψ = 0 , ∴

[
γµ
(
i~∂µ − qAµ

)
−mc

]
ψ = 0 (3.15)

という形式になる。あるいは, ファイマンのスラッシュ記号

/a ≡ γµaµ = γ0a0 − γ ·a (3.16)

を使うと (
i~ /∂ − q /A−mc

)
ψ = 0

である。

(3.6)を γµ で表す。αk = γ0γk であるから

γ0γkγ0γ` + γ0γ`γ0γk = 2δk` , γ0γkγ0 + (γ0)2γk = 0 , (γ0)2 = 1

2番目の式に右側から γ0 をかければ γ0γk + γkγ0 = 0 である。これから γk と γ0 は反交換する。

したがって, 1番目の式は γkγ` + γ`γk = − 2δk` になる。上の 3つの関係式は 1つの式

γµγν + γνγµ = 2gµν
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で表せる。次に, β はエルミート行列であるから γ0 † = γ0 である。αk もエルミート行列であるから

(γ0γk)† = γk †γ0 † = γk †γ0 = γ0γk

これから

γk † = γ0γkγ0 = − γk

γk はエルミート行列ではない。γ0 † = γ0 と合わせて γµ † = γ0γµγ0 である。まとめると

γµγν + γνγµ = 2gµν , γµ † = γ0γµγ0 (3.17)

になる。添字の上げ下げの規約により γµ を

γµ = gµνγ
ν , つまり γ0 = γ0 = γ0 † , γk = − γk = γk †

で定義する。

γ0γ
0 = (γ0)2 = 1 , γkγ

k = − (γk)2 = 1 , ( kについて和はとらない )

であるから γµ = γµ † は γµ の逆行列であり γµ はユニタリ行列である。また, よく使う行列として

γ5 = γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 (3.18)

を定義する。γ5 は

(γ5)
2
= 1 , (γ5)

†
= γ5 γ5γ

µ + γµγ5 = 0

を満たす。

連続の方程式 (3.4)を共変形式に書き直す。

ψ ≡ ψ†γ0 (3.19)

とおくと

ρ = ψγ0ψ , j = c ψ γ0αψ = c ψ γψ

であるから jµ = (cρ , j ) とすると

jµ(x) = c ψ(x)γµψ(x)

である。これを使うと (3.4)は ∂µ j
µ = 0 という共変形式に表せる。後で示すが jµ はローレンツ変

換に対して反変ベクトルとして変換するから, 確率保存は任意の慣性系で成り立つ。

(1.29)で定義した電磁場を表す 2階のテンソル Fµν(x) = ∂µAν(x)−∂νAµ(x) が Fµν(x) 6= 0 のと

き, ディラック方程式 (3.15)の解 ψ(x) は, クライン・ゴルドン方程式 (2.4)を満たさない。(3.15)は(
γµPµ −mc

)
ψ(x) = 0 , ただし Pµ = i~ ∂µ − qAµ(x)

である。これから(
γµPµ +mc

)(
γνPν −mc

)
ψ(x) =

(
γµγνPµPν − (mc)2

)
ψ(x) = 0 (3.20)

になる。

γµγν =
γµγν + γνγµ

2
+
γµγν − γνγµ

2
= gµν +

1

2
[ γµ, γν ]

より

γµγνPµPν = PµPµ +
1

2
[ γµ, γν ]PµPν
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第 2項で µ, ν を入れ換えれば

[ γµ, γν ]PµPν = [ γν , γµ ]PνPµ = − [ γµ, γν ]PνPµ

になるから

[ γµ, γν ]PµPν =
1

2

(
[ γµ, γν ]PµPν − [ γµ, γν ]PνPµ

)
=

1

2
[ γµ, γν ] [Pµ, Pν ]

Pµ = i~ ∂µ − qAµ(x) より

[Pµ, Pν ] = [ i~ ∂µ , −qAν(x) ] + [−qAµ(x) , i~ ∂ν ]

= − i~q
(
(∂µAν(x))− (∂νAµ(x))

)
= − i~q Fµν(x)

である。したがって

γµγνPµPν = PµPµ +
1

4
[ γµ, γν ] [Pµ, Pν ] = PµPµ − ~q SµνFµν(x)

ただし

Sµν =
i

4
[ γµ, γν ]

になるから (3.20)は (
PµPµ − (mc)2 − ~q SµνFµν(x)

)
ψ(x) = 0 (3.21)

と表せる。後で示すように Sµν は粒子のスピンである。スピンと電磁場の相互作用 ~qSµνFµν(x)

の存在がクライン・ゴルドン方程式 (2.4)と異なる。

問 3.4 ディラック・パウリ表現 (3.7)の場合

γ =

(
0 σ

−σ 0

)
, γ0 =

(
1 0

0 −1

)
, γ5 =

(
0 1

1 0

)
(3.22)

になることを示せ。

問 3.5 /a
2
= a2 , γµ/aγµ = − 2/a , γµ/a/bγµ = 4 a·b を示せ。

問 3.6 (3.15)と γ 行列の性質から (
− i~∂µ − qAµ

)
ψγµ −mcψ = 0

を示せ。これと (3.15)より ∂µ(ψγ
µψ) = 0 を示せ。

γ 行列のトレース

µ 6= ν のとき (3.17)の第 1式に γν をかければ γµ = − γνγµγν である ( ただし, ν について和はと

らない )。したがって

Tr (γµ) = −Tr (γµγνγ
ν) = −Tr (γµ) = 0 , 同様に Tr

(
γ5
)
= 0 (3.23)

である。また, (3.17)の第 1式のトレースから

Tr (γµγν) = gµνTr(1) = 4 gµν (3.24)

である。n個の場合

Tr (/a1 · · · /an) = Tr (/a1 · · · /anγ5γ5) = Tr (γ5/a1 · · · /anγ5)
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γ5 は γµ と反交換するから

γ5/a1 · · · /an = (−1)n/a1 · · · /anγ5

したがって

n が奇数のとき Tr (/a1 · · · /an) = −Tr (/a1 · · · /an) = 0 (3.25)

(3.24)から

Tr (/a /b) = aµbνTr (γ
µγν) = 4 a·b (3.26)

γµγν = 2gµν − γνγµ より /a /b = 2a·b− /b /a であるから, 4個の場合

/a /b /c /d = (2a·b− /b /a) /c /d = 2a·b /c/d− /b (2a·c− /c/a) /d = 2a·b /c/d− 2a·c /b/d+ /b/c (2a·d− /d /a)

Tr (/b /c /d /a) = Tr (/a /b /c /d) であるから

Tr (/a /b /c /d) = a·bTr (/c/d)− a·cTr (/b/d) + a·dTr (/b/c) = 4 (a·b c·d− a·c b·d+ a·d b·c) (3.27)

一般に n が偶数のとき

Tr (/a1 · · · /an) = a1 ·a2Tr (/a3 · · · /an)− a1 ·a3Tr (/a2/a4 · · · /an) + · · ·+ a1 ·anTr (/a2 · · · /an−1) (3.28)

が成り立つから, n− 2個のトレースから n個のトレースが求まる。
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4 ディラック方程式の共変性

----------------------------------------

　これ以降 ~ = c = 1 の自然単位系を使う。

----------------------------------------

4.1 無限小ローレンツ変換

ディラック方程式の共変性を示す前に, 無限小ローレンツ変換を考え, 有限のローレンツ変換を無

限小ローレンツ変換を逐次適用して表す。これが可能な変換は, 行列 aµν が単位行列から連続的に

変化して得られる場合である。一般に aµν は

det(aµν) = ± 1 , a00 ≥ 1 または a00 ≤ − 1

である。単位行列の場合は det(aµν) = 1 , a00 = 1 であるから, これに連続的につながる変換は

det(aµν) = 1 , a00 ≥ 1

つまり, 固有ローレンツ変換である。

無限小ローレンツ変換の場合 ∆ωµ
ν を微小量として

x′µ = xµ +∆ωµ
ν x

ν = (δµν +∆ωµ
ν)x

ν , つまり aµν = δµν +∆ωµ
ν (4.1)

とおける。aλµa
ν
λ = δ ν

µ であるから ∆ω の 1次まで考えると(
δλµ +∆ωλ

µ

)
(δ ν

λ +∆ω ν
λ ) = δ ν

µ +∆ων
µ +∆ω ν

µ = δ ν
µ

したがって

∆ων
µ +∆ω ν

µ = 0 , あるいは ∆ωµν +∆ωνµ = 0 (4.2)

である。これから 16個の ∆ωµν のうち独立なものは 6個である。固有ローレンツ変換にはブース

トと座標系の回転があるが, ここでは, 一般的な無限小ローレンツ変換は扱わず, x軸方向のブース

ト ( S′ が x軸方向に移動する場合 )と z軸まわりの回転を考える。

x軸方向のブースト

この場合, x′2 = x2, x′3 = x3 であり, x0 と x1 だけがローレンツ変換で変わるから x0 と x1 の 2次

元を考え

x =

(
x0

x1

)
, x′ =

(
x′0

x′1

)
とする。(4.1)より(

x′0

x′1

)
=

(
x0

x1

)
+

(
∆ω0

0 ∆ω0
1

∆ω1
0 ∆ω1

1

)(
x0

x1

)
=

(
x0

x1

)
+

(
∆ω00 −∆ω01

∆ω10 −∆ω11

)(
x0

x1

)

(4.2)より ∆ω00 = ∆ω11 = 0 , ∆ω01 = −∆ω10 であるから

∆ω01 = ∆θ (4.3)

とすると

x′0 = x0 −∆θ x1

x′1 = x1 −∆θ x0
, あるいは x′ =

(
1−∆θ σx

)
x , σx =

(
0 1

1 0

)
(4.4)
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と書ける。有限の θ に対しては ∆θ = θ/N とすると

x′ = lim
N→∞

(1−∆θ σx)
N
x = exp (− θσx) x

になる。σ2
x = 1 であるから

exp (− θσx) =

∞∑
k=0

θ2k

(2k)!
+ σx

∞∑
k=0

(− θ)2k+1

(2k + 1)!

= cosh θ − σx sinh θ =

(
cosh θ − sinh θ

− sinh θ cosh θ

)
(4.5)

したがって

x′0 = x0 cosh θ − x1 sinh θ , x′1 = x1 cosh θ − x0 sinh θ

である。S′ 系の原点 x′1 = 0 を S系で見ると x1 = x0 tanh θ になるから

tanh θ = v , cosh θ =
1√

1− v2
(4.6)

であり (1.13)が求まる。(4.5)より

(aµν) =


cosh θ − sinh θ 0 0

− sinh θ cosh θ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


であるから

det(aµν) = cosh2 θ − sinh2 θ = 1 , a00 = cosh θ ≥ 1

z軸まわりの回転の場合

x1 と x2 が変わるから x1 と x2 の 2次元を考え

x =

(
x1

x2

)
, x′ =

(
x′1

x′2

)

とすると(
x′1

x′2

)
=

(
x1

x2

)
+

(
∆ω1

1 ∆ω1
2

∆ω2
1 ∆ω2

2

)(
x1

x2

)
=

(
x1

x2

)
−

(
0 ∆ω12

∆ω21 0

)(
x1

x2

)

∆ω21 = −∆ω12 であるから ∆ω21 = ∆θ とすると

x′ =
(
1 + i∆θ σy

)
x , ただし σy =

(
0 − i

i 0

)

になる。前の例と同様にすると, 有限の θ に対しては x′ = exp (i θ σy) x である。σ2
y = 1 より

exp (i θσy) =

∞∑
k=0

(iθ)2k

(2k)!
+ iωxy

∞∑
k=0

i2kθ2k+1

(2k + 1)!
= cos θ + i σy sin θ =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)

したがって

x′ = x cos θ + y sin θ , y′ = −x sin θ + y cos θ



4 ディラック方程式の共変性 31

これは角度 θ の座標軸の回転である。

(aµν) =


1 0 0 0

0 cos θ sin θ 0

0 − sin θ cos θ 0

0 0 0 1


であるから

det(aµν) = cos2 θ + sin2 θ = 1 , a00 = 1

問 4.1 単位ベクトル n で表される方向のブーストを考える。

1. この場合, (4.4)において x1 を n方向成分 n·x で置き換えればよい。また, n と直交

する n×x は不変である。これから

(
x′0

x′

)
=
(
1−∆θM

)( x0

x

)
, M =


0 n1 n2 n3

n1 0 0 0

n2 0 0 0

n3 0 0 0


になることを示せ。なお, 任意のベクトル a は a = nn·a− n×

(
n×a

)
と表せる。

2. n2 = 1 より M3 =M を示せ。また

exp
(
− θM

)
= 1−M sinh θ +M2

(
cosh θ − 1

)
を示せ。detM = 0 であるから逆行列 M−1 は存在しない。

3. 有限のローレンツ変換の場合, 1−∆θM を exp
(
− θM

)
で置き換えればよい。

x′0 = x0 cosh θ − n·x sinh θ , x′ = x+ n
(
n·x

(
cosh θ − 1

)
− x0 sinh θ

)
を求めよ。

4. 慣性系 S′ は S に対して速度 v = n tanh θ で移動すること示せ。

4.2 ディラック方程式の共変性

ある慣性系 S でディラック方程式 (3.15)[
γµ
(
i ∂µ − qAµ(x)

)
−m

]
ψ(x) = 0 (4.7)

が成り立つとき, 同じ状態が別の慣性系 S′ では 4成分スピノール ψ′(x′) で表せるとする。ここで

x′µ = aµνx
ν

である。これを簡略化して x′ = ax と書く。つまり (ax)µ = aµνx
ν である。ψ(x) と ψ′(x′) を結び

つける 4×4行列 R(a)

ψ′(x′) = ψ′(ax) = R(a)ψ(x) (4.8)

を導入する。ψ(x) = R−1(a)ψ′(x′) を (4.7)に代入すると[
γµR−1

(
i ∂µ − qAµ(x)

)
−R−1m

]
ψ′(x′) = 0
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これに R をかければ [
RγµR−1

(
i ∂µ − qAµ(x)

)
−m

]
ψ′(x′) = 0

である。(1.17)より

Aµ(x) = A′
ν(x

′) aνµ , ∂µ = ∂′ν a
ν
µ

であるから [
RγµR−1aνµ

(
i ∂′ν − qA′

ν(x
′)
)
−m

]
ψ′(x′) = 0

になる。後で示すように aµν が与えられたとき

RγµR−1aνµ = γν , つまり aνµγ
µ = R−1γνR (4.9)

を満たす R を作れるから [
γµ
(
i ∂′µ − qA′

µ(x
′)
)
−m

]
ψ′(x′) = 0

である。したがって, ディラック方程式はローレンツ変換に対してその形を変えず, 特殊相対性原理

を満たす。

無限小ローレンツ変換

無限小ローレンツ変換 (4.1)に対して (4.9)を満たす R が

R = 1− i

4
σµν∆ω

µν (4.10)

ただし

σµν ≡ i

2

(
γµγν − γνγµ

)
=

{
0 , µ = ν

iγµγν , µ 6= ν
(4.11)

で与えられることを示す。S = σµν∆ω
µν とおくと R = 1− i S/4 であるが(

1 +
i

4
S

)
R =

(
1 +

i

4
S

)(
1− i

4
S

)
= 1 +

S2

16

∆ω の 1次まで扱う場合 S2 は無視すべきであるから R−1 = 1 + i S/4 である。したがって

R−1γνR = γν +
i

4

(
Sγν − γνS

)
µ = ν のとき ∆ωµν = 0 であるから

S = σαβ∆ω
αβ = iγαγβ∆ω

αβ

としてよい。これから

i

4

(
Sγν − γνS

)
=
∆ωαβ

4

(
γνγαγβ − γαγβγ

ν
)

ところで

γνγα + γαγ
ν = gαλ

(
γνγλ + γλγν

)
= 2gαλg

λν = 2δ ν
α

であるから

i

4

(
Sγν − γνS

)
=
∆ωαβ

4

(
2δ ν

α γβ − γαγ
νγβ − γαγβγ

ν
)

=
∆ωαβ

2

(
δ ν
α γβ − δ ν

β γα

)
=

1

2

(
∆ωνµγµ −∆ωµνγµ

)
= ∆ωνµγµ
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したがって

R−1γνR = γν +∆ωνµγµ =
(
δνµ +∆ων

µ

)
γµ

になり (4.9)を満たす。

(3.17)より

σ†
µν = − i

2

(
γ†νγ

†
µ − γ†µγ

†
ν

)
=
i

2
γ0
(
γµγν − γνγµ

)
γ0 = γ0σµνγ

0

であるから

R† = 1 +
i

4
σ†
µν∆ω

µν = γ0
(
1 +

i

4
σµν∆ω

µν

)
γ0 = γ0R−1γ0

両側から γ0 をかければ

γ0R†γ0 = R−1 (4.12)

である。これは有限のローレンツ変換の場合にも成り立つ。

次に, 有限のローレンツ変換に対する R を求める。

x軸方向のブースト

この場合の R を RB と書くことにする。∆ω10 = −∆ω01 以外は 0 である。(4.3)を使うと

RB = 1− i

4

(
σ01∆ω

01 + σ10∆ω
10
)
= 1− i

2
σ01∆ω

01 = 1− i

2
σ01∆θ

有限の θ の場合

RB = lim
N→∞

(
1− i

2
σ01

θ

N

)N

= exp (− iθσ01/2)

になる。ただし, θ は (4.6)で与えられる。

σ01 = iγ0γ1 = −iγ0γ1 = −iαx

であるから α2
x = 1 に注意すると

RB = exp (− iθσ01/2) = exp (− θαx/2) = cosh
θ

2
− αx sinh

θ

2

一般に速度 v = vn , ( n は単位ベクトル )の場合は

RB = cosh
θ

2
−α·n sinh

θ

2
(4.13)

である。

RB の逆行列 R−1
B は (4.13)で v の方向を逆にすればよいから

R−1
B = cosh

θ

2
+α·n sinh

θ

2

である。実際 (α·n)2 = 1 であるから

RBR
−1
B = cosh2

θ

2
− (α·n)2 sinh2 θ

2
= cosh2

θ

2
− sinh2

θ

2
= 1

である。α はエルミートであるから

R†
B = RB 6= R−1

B

RB はユニタリ行列ではない。
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問 4.2 (4.6)を用いると RB は

RB =
1 + b− bα·v√

2(1 + b)
, b =

1√
1− v2

になることを示せ。

z軸まわりの回転の場合

ディラック表現 (3.22)とパウリ行列の性質 σxσy = iσz を使うと

σ12 = iγ1γ2 = iγ1γ2 = i

(
0 σx

−σx 0

)(
0 σy

−σy 0

)
=

(
σz 0

0 σz

)

である。同様にして

σ23 =

(
σx 0

0 σx

)
, σ31 =

(
σy 0

0 σy

)
そこで σ に対応する 4×4行列Σ を

Σx = σ23 , Σy = σ31 , Σz = σ12 (4.14)

で定義する。(3.18)の γ5 を使うと

γ5γ0γ1 = iγ2γ3 = σ23 , γ5γ0γ2 = iγ3γ1 = σ31 , γ5γ0γ3 = iγ1γ2 = σ12

であるから

Σ = γ5γ0γ = γ5α (4.15)

とも書ける。ディラック表示を使えば明らかであるが, 使わなくても Σ の定義式 (4.14)と γµ の性

質 (3.17)より

ΣxΣy −ΣyΣx = 2iΣz , Σ2
x = 1 , 他の成分も同様

であり, Σ は σ と同じ代数を満たす。したがって, 有用な公式

Σ ·AΣ ·B = A·B + iΣ ·(A×B) (4.16)

が成り立つ。

R を RR と書くことにする。∆ω12 = −∆ω21 以外は 0 であるから

RR = 1− i

2
σ12∆ω

12 = 1 +
i

2
Σz∆θ

有限の θ の場合

RR = lim
N→∞

(
1 +

i

2
Σz

θ

N

)N

= exp (iθΣz/2)

になる。ただし, θ は z軸まわりの回転角である。これから, 一般に n軸まわりの回転の場合

RR = exp (iθΣ ·n/2)

である。粒子がスピン (内部角運動量) S を持つ場合, n軸まわりの回転に対して波動関数は

ψ′(x′) = exp (iθS ·n)ψ(x)



4 ディラック方程式の共変性 35

の変換をする ( スピンを持たない粒子の波動関数はスカラー ψ′(x′) = ψ(x) である )。したがって,

ディラック方程式に従う粒子では

S =
1

2
Σ

であり, スピンは 1/2 である。

(4.16)より (Σ ·n)2 = n·n = 1 であるから

RR = cos
θ

2
+ iΣ ·n sin

θ

2
(4.17)

になる。RR(2π) = −1 であるから, 任意の軸まわりに 1回転すると波動関数は符号が変わり元には

戻らない。したがって, 観測量は 1回転すれば元に戻るから, ψ の偶数のベキ乗で表される。

(3.17)より

Σ†
x = (iγ1γ2)

† = −iγ†2γ
†
1 = −iγ0γ2γ1γ0 = −iγ2γ1 = iγ1γ2 = Σx

であるから, 当然のことながら Σ はエルミート行列である。したがって

R†
R = exp (−iθΣ ·n/2) = R−1

R 6= RR

であり RR はユニタリ行列である。これは RB とは異なる。

空間反転 (パリティ)

3次元空間の座標を反転する変換

x′0 = x0 , x′k = −xk , したがって aµν = gµν

を考える。

det (aµν) = − 1

であるから無限小ローレンツ変換からは求まらない。空間反転での R を P で表す。(4.9)に aµν =

gµν を代入すると

γ0 = P−1γ0P , − γk = P−1γkP

である。P は γ0 と交換し γk と反交換するから

P = γ0

とすればよい。

問 4.3 (4.13)の RB, (4.17)の RR 及び P が (4.12)を満たすことを示せ。

4.3 双線形形式

スピノール ψ と ψ = ψ†γ0 から作られる双線形形式 ( biliear form )

ψ(x)Γψ(x) , Γ = 4×4行列

のローレンツ変換を考える。ψ′(x′) = Rψ(x) のとき (4.12)より

ψ ′(x′) = ψ′†(x′)γ0 = ψ†(x)R†γ0 = ψ(x)γ0R†γ0 = ψ(x)R−1

したがって

ψ ′(x′)Γψ′(x′) = ψ(x)R−1ΓRψ(x) (4.18)

である。
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• スカラー (4.18)で Γ = 1 とすれば ψ ′(x′)ψ′(x′) = ψ(x)ψ(x) であるから ψ(x)ψ(x) はスカ

ラーである。

• ベクトル V µ(x) = ψ(x)γµψ(x) とする。(4.9)より R−1γµR = aµνγ
ν であるから

V ′µ(x′) = ψ ′(x′)γµψ′(x′) = aµνψ(x)γ
νψ(x) = aµνV

ν(x)

したがって V µ(x) は反変ベクトルである。前に定義した確率密度と確率流 jµ = c ψγµψ はベ

クトルであり, 確率保存 ∂µj
µ = 0 は任意の慣性系で成り立つ。

• 2階のテンソル ベクトルの場合と同様にして Tµν(x) = ψ(x)σµνψ(x) は

T ′µν(x′) = aµρa
ν
λT

ρλ(x)

であるから, 2階の反対称テンソルである。

• 擬スカラー S(x) = ψ(x)γ5ψ(x)を考える。この場合,上記の方法ではなく Rの具体形 (4.13),

(4.17)を扱う。γ5 は γµ と反交換するから α = γ0γ とΣ = γ5α とは交換する。したがって

R−1
B γ5RB =

(
cosh2

θ

2
− (α·n)2 sinh2 θ

2

)
γ5 =

(
cosh2

θ

2
− sinh2

θ

2

)
γ5 = γ5

R−1
R γ5RR =

(
cos2

θ

2
+ (Σ ·n)2 sin2 θ

2

)
γ5 =

(
cos2

θ

2
+ sin2

θ

2

)
γ5 = γ5

である。これから固有ローレンツ変換に対しては

S′(x′) = ψ(x)R−1γ5Rψ(x) = ψ(x)γ5ψ(x) = S(x)

になりスカラーと同じである。ところが空間反転では R = γ0 であるから R−1γ5R = − γ5 に

なり

S′(x′) = ψ(x)R−1γ5Rψ(x) = −S(x)

符号が変わる。スカラーは空間反転についても不変である。固有ローレンツ変換に対しては

不変だが, 空間反転で符号が変わる量を擬スカラー ( pseudoscalar )という。固有ローレンツ

変換 ( det (aµν) = 1 ) と空間反転 ( det (aµν) = −1 )を合わせて

R−1γ5R = det (aµν) γ
5 , S′(x′) = det (aµν)S(x)

である。

問 4.4 擬ベクトル V µ(x) = ψ(x)γ5γµψ(x) とすると

V ′µ(x′) = det (aµν) a
µ
νV

ν(x)

を示せ。V µ(x) は固有ローレンツ変換に対してはベクトルと同じ変換をする。

4.4 状態の変換

これまでは, 状態は固定して座標系を変化させ, ディラック方程式の共変性を調べた。これとは反

対に, 座標系を固定して状態を変換する見方もできる。この 2つの見方は同等である。
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ψ

ψL

θ

x

S
S̃

ψ̃

x̃

θ

S

座標系 Sで状態がスピノール ψ(x)で表せるとする。この状態をローレンツ変換した状態を ψL(x)

とする。つまり, ψ(x) を x軸方向に速さ v で動かす, あるいは, z軸まわりに回転させる等の操作を

した状態を ψL(x) で表す。同じローレンツ変換をすると S になる座標系を S̃ とする。

xµ = aµν x̃
ν , あるいは単に x = a x̃

である。S̃ から見た元の状態 ψ(x) を ψ̃(x̃) とする。図から分かるように x と x̃ が同じ値ならば

ψ̃(x) = ψL(x)

である。ψ(x) と ψ̃(x̃) は (4.8)で結び付けられる。ただし, (4.8)で

x→ x̃ , x′ → x , ψ(x) → ψ̃(x̃) , ψ′(x′) → ψ(x)

の置き換えをする:

ψ(x) = R(a)ψ̃(x̃)

である。したがって

ψL(x̃) = ψ̃(x̃) = R(a)−1ψ(x) = R(a)−1ψ(ax̃)

つまり

ψL(x) = R(a)−1ψ(ax) (4.19)

である。これは (4.8)

ψ′(x′) = R(a)ψ(x) = R(a)ψ(a−1x′) , (a−1x′)µ = x′νa µ
ν

の逆操作を行ったものである。

(4.19)を

ψL(x) = U(a)ψ(x) (4.20)

の形式にすると便利である。無限小変換の場合 (4.1)と (4.10)より

ψL(x) = R(a)−1ψ(ax) =

(
1 +

i

4
σµν∆ω

µν

)
ψ(xµ +∆ωµ

νx
ν)

テイラー展開すれば

ψ(xµ +∆ωµ
νx

ν) = ψ(x) +∆ωµ
νx

ν ∂

∂xµ
ψ(x) = ψ(x) +∆ωµ

νx
ν∂µψ(x)

= ψ(x) +∆ωµνxν∂µψ(x)
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∆ωµν の反対称性 ∆ωµν = −∆ωνµ を使うと

∆ωµνxν∂µψ(x) =
1

2

(
∆ωµνxν∂µ −∆ωνµxν∂µ

)
ψ(x) =

1

2
∆ωµν

(
xν∂µ − xµ∂ν

)
ψ(x)

ここで微分演算子

Lµν = i
(
xµ∂ν − xν∂µ

)
=
(
xµp̂ν − xν p̂µ

)
, p̂µ = + i ∂µ

を定義すると

ψ(xµ +∆ωµ
νx

ν) =

(
1 +

i

2
∆ωµνLµν

)
ψ(x)

である。したがって, ∆ωµν の 1次まで考えると

ψL(x) =

(
1 +

i

4
σµν∆ω

µν

)(
1 +

i

2
∆ωµνLµν

)
ψ(x)

=

(
1 +

i

2
∆ωµνJµν

)
ψ(x) , Jµν = Lµν +

1

2
σµν

になる。

回転 z軸まわりの回転の場合 ∆ω12 = −∆ω21 = −∆θ 以外は 0 であるから

ψL(x) =
(
1− i∆θJ12

)
ψ(x)

ここで (4.14)と同様に軌道角運動量 ( x1 = −x1 = −x , x2 = − y , x3 = − z )

Lz = L12 = i
(
x1∂2 − x2∂1

)
= − i

(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
Ly = L31 = − i

(
z
∂

∂x
− x

∂

∂z

)
, Lx = L23 = − i

(
y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)
を定義すると

ψL(x) =
(
1− i∆θJz

)
ψ(x) , J = L+

1

2
Σ

である。一般に n軸まわりに状態を回転させると

ψL(x) =
(
1− i∆θn·J

)
ψ(x)

更に, 有限の角度 θ のときは

ψL(x) = Uψ(x) , U = exp (−iθn·J )

になる。4成分スピノールで記述される粒子の全角運動量は J であり, 軌道角運動量 L とスピン

S = Σ/2 からなる。

パリティ 空間反転の場合 (4.19)は R = γ0 であるから

ψL(x) = γ0ψ(ax) , (ax)µ = (x0, −x)

である。ここで軌道部分に関する演算子 P (0) を

P (0)ψ(t,x) = ψ(t,−x)

で定義すると

ψL(x) = Pψ(x) , P = γ0P (0)
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になる。任意の状態に対して
(
P (0)

)2
ψ(x) = ψ(x) であるから

(
P (0)

)2
= 1 である。したがって P

も

P 2 = (γ0)2
(
P (0)

)2
= 1

である。これからエルミート演算子 P の固有値は ± 1 になる。P の固有状態をパリティの固有状

態という。P の固有値が η ( η = 1 または η = −1 )である固有状態を ψη(x) とする:

Pψη(x) = η ψη(x)

ψη(x) を 2つの 2成分スピノール Fη(x), Gη(x) で表して

ψη(x) =

(
Fη(x)

Gη(x)

)

とすると

Pψη(x) = γ0P (0)ψη(x) =

(
1 0

0 −1

)(
P (0)Fη(x)

P (0)Gη(x)

)
=

(
P (0)Fη(x)

−P (0)Gη(x)

)

であるから

P (0)Fη(x) = η Fη(x) , P (0)Gη(x) = − η Gη(x)

になる。非相対論の場合, パリティ演算子は単に P (0) である。したがって, 非相対論的な意味にお

いて, Fη と Gη は反対のパリティ固有状態である。1次元で言えば, Fη(x) が x の偶関数 (奇関数)

であるとき, Gη(x) は奇関数 (偶関数)である。

並進 これまでのローレンツ変換では時間と空間の並進は扱わなかった。これは座標系の変換でい

えば, bµ を定数として

x′µ = xµ + bµ

であり, 原点をずらすことである。状態 ψ(x) を bµ 並進させるた状態 ψL(x) は

ψL(x) = ψ(x− b)

である。bµ が微小なら

ψL(x) = ψ(x)− bµ
∂

∂xµ
ψ(x) =

(
1 + i bµp̂µ

)
ψ(x)

bµ が有限の場合は

ψL(x) = Uψ(x) , U = exp (i bµp̂µ)

になる。bµ = (0, b) ならば

U = exp (− ib·p̂) , p̂ = − i∇

である。
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5 自由粒子

5.1 自由粒子

ディラック方程式 (3.9)

i
∂ψ

∂t
= Hψ , H = α·p̂+mβ , p̂ = − i∇ (5.1)

の解で運動量 p̂ の固有状態でもある解

ψ(t,x) = exp (−ip·x)w(p) , p·x = pµxµ = p0x0 − p·x = Et− p·x

を求める。w(p) は 4成分スピノールである。この ψ(t,x) をディラック方程式に代入すると

HD w(p) = E w(p) , HD = α·p+mβ (5.2)

(3.6)の性質を使うと H2
D = p2 +m2 になるから H2

Dw = E2w より

E = ±Ep , Ep =
√
p2 +m2

である。正のエネルギー解 Ep だけでなく, 負のエネルギー解 −Ep も存在する。

4成分スピノール w を 2つの 2成分スピノール χ と ζ で表し

w(p) =

(
χ(p)

ζ(p)

)

とし, α と β にディラック表現 (3.7)を用いると (5.2)は(
m σ ·p
σ ·p −m

)(
χ

ζ

)
= E

(
χ

ζ

)
(5.3)

したがって

ζ =
σ ·p
E +m

χ (5.4)

または

χ =
σ ·p
E −m

ζ (5.5)

E = ±Ep のとき
σ ·p
E +m

σ ·p
E −m

=
p2

E2 −m2
= 1

であるから (5.4)と (5.5)は同じである。ところで, p = 0 のとき E = m ならば ζ = 0, E = −m な

らば χ = 0 である。そこで E = Ep のときは (5.4), E = −Ep のときは (5.5)をとることにする。

E = ±Ep の固有関数を w(±)(p) とすると

w(+)(p) = N

 χ

σ ·p
Ep +m

χ

 , w(−)(p) = N

 − σ ·p
Ep +m

χ

χ


になる。ここで N は規格化定数である。確率密度 w†w = wγ0w はローレンツ・ベクトル wγµw の

時間成分でありローレンツ変換で変わる。一方, ローレンツ・スカラー ww は不変である。そこで

規格化条件を ww に対して行う。w†w 6= 1 になるので, 期待値を求める場合は w†w で割る必要が

ある。

w(±)w(±) = ± |N |2
(
χ†χ− χ† (σ ·p)2

(Ep +m)2
χ

)
= ± 1
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を要請する。
(σ ·p)2

(Ep +m)2
=

p2

(Ep +m)2
=

E2
p −m2

(Ep +m)2
=
Ep −m

Ep +m
(5.6)

であるから

|N |2 2m

Ep +m
χ†χ = 1

これから N =
√
(Ep +m)/2m とすれば, 規格化された固有関数は

w(+)(p, s) =

√
Ep +m

2m

 χs

σ ·p
Ep +m

χs

 (5.7)

w(−)(p, s) =

√
Ep +m

2m

 − σ ·p
Ep +m

χs

χs

 (5.8)

ただし, 2成分スピノールでは独立な状態は 2つあるから,添字 s = ± 1 で識別する:

χ†
s χs′ = δss′

である。任意の χsに対して w(±)(p, s)はHDの固有関数である。独立な χsが2つあるから, E = Ep

の固有関数も E = −Ep の固有関数も 2重に縮退している。Bjorken & Drell に従い, 正のエネル

ギー解を u(p, s), 負のエネルギー解を v(p, s) で表す。ディラック方程式 (5.1)の解は

ψ(+)
ps (t,x) = exp (−iEpt+ ip·x)u(p, s) = e−ip·xu(p, s) , u(p, s) = w(+)(p, s) (5.9)

ψ(−)
ps (t,x) = exp (iEpt− ip·x) v(p, s) = eip·xv(p, s) , v(p, s) = w(−)(−p,− s) (5.10)

になる。ただし, p0 = Ep > 0 である。負のエネルギー解では運動量とスピンの方向を逆にしたが,

これは空孔理論との関連である。

χs としては, 例えば σz の固有関数

σz χs = s χs , s = ± 1

を採用してもよい。しかし, w(±)(p, s) は p が z軸方向の場合だけ

Σzw
(±)(p, s) = sw(±)(p, s) , Σz =

(
σz 0

0 σz

)

を満たすが, それ以外では w(±)(p, s) は Σz の固有関数ではない。したがって, s はよい量子数では

なく, 単に状態を識別する指標である。ところで, (4.15)より

Σ ·pHD −HDΣ ·p = γ5α·pα·p−α·p γ5α·p+m
(
γ5α·pβ − βγ5 α·p

)
γ5 は γµ と反交換するから α = γ0γ とは交換する。これから第 1項は 0 になる。β は α 及び γ5

と反交換するから第 2項も 0 になる。したがって, ヘリシティ( 運動量方向のスピン成分 )

Σp =
Σ ·p
|p|

は HD と交換する。これから w をヘリシティの固有関数にすることができ, ヘリシティの固有値

s = ± 1 で HD における縮退した状態を区別できる。ディラック表現では

Σp =

(
σp 0

0 σp

)
, σp =

σ ·p
|p|
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であるから

σp χs = s χs , s = ± 1

となるように χs をとればよい。

5.2 自由スピノールの性質

(5.2)から (
α·p+mβ

)
u(p, s) = Epu(p, s) ,

(
−α·p+mβ

)
v(p, s) = −Epv(p, s)

である。γ0 をかければ(
γ0Ep − γ ·p−m

)
u(p, s) = 0 ,

(
γ0Ep − γ ·p+m

)
v(p, s) = 0

つまり (
γµpµ −m

)
u(p, s) = 0 ,

(
γµpµ +m

)
v(p, s) = 0

ここで

p0 = p0 = Ep =
√
p2 +m2 , p2 = pµpµ = (p0)2 − p2 = m2

である。ファイマンのスラッシュ記号 (3.16) を使えば

(/p−m)u(p, s) = 0 , (/p+m) v(p, s) = 0 (5.11)

である。これらのエルミート共役をとれば

u†(p, s)
(
/p
† −m

)
= 0 , v†(p, s)

(
/p
†
+m

)
= 0

γµ † = γ0γµγ0 より /p
†
= γ0/pγ0 であるから

u(p, s) (/p−m) = 0 , v(p, s) (/p+m) = 0 (5.12)

である。

規格直交性

(5.7), (5.8) より

u(p, s)u(p, s′) = δss′ , v(p, s)v(p, s′) = − δss′ , u(p, s)v(p, s′) = 0 (5.13)

である。(5.11)で s を s′ に置き換え, 左側から u†(p, s) をかければ

p0u†(p, s)γ0u(p, s′)− p·u†(p, s)γu(p, s′)−mu†(p, s)u(p, s′) = 0

これの複素共役をとり s と s′ を入れ替えれば

p0u†(p, s)γ0u(p, s′) + p·u†(p, s)γu(p, s′)−mu†(p, s)u(p, s′) = 0

上の 2式の和をとれば

u†(p, s)u(p, s′) =
p0

m
u(p, s)u(p, s′) =

Ep

m
δss′

同様にして

u†(p, s)u(p, s′) =
Ep

m
δss′ , v†(p, s) v(p, s′) =

Ep

m
δss′ , u†(p, s) v(−p, s′) = 0 (5.14)
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である。これから

U(p, s) =

√
m

Ep
u(p, s) , V (p, s) =

√
m

Ep
v(p, s) (5.15)

とすると

U†(p, s)U(p, s′) = δss′ , V †(p, s)V (p, s′) = δss′ , U†(p, s)V (−p, s′) = 0

である。

問 5.1 (5.14)の 2番目と 3番目の式を導け。

射影演算子

各種の計算において∑
s

u(p, s)Γu(p, s) ,
∑
s

v(p, s)Γv(p, s) , Γ = 4×4行列

が必要になる。これは行列要素が

(Λ+(p))αβ =
∑
s

uα(p, s)uβ(p, s) , (Λ−(p))αβ = −
∑
s

vα(p, s)vβ(p, s) (5.16)

である 4×4行列 Λ± を使うと∑
s

u(p, s)Γu(p, s) =
∑
s

∑
αβ

uα(p, s) (Γ )αβ uβ(p, s) =
∑
αβ

(Γ )αβ (Λ+)βα = Tr (ΓΛ+)

であるから計算が容易になる。

ディラック表現 (3.22)より

/p+m = Epγ
0 − p·γ +m =

(
Ep +m −σ ·p
σ ·p −Ep +m

)

であるから

(/p+m)

(
χs

0

)
=

(
(Ep +m)χs

σ ·pχs

)
= (Ep +m)

 χs

σ ·p
Ep +m

χs


これと (5.7)を比較すると

u(p, s) = w(+)(p, s) =
/p+m√

2m (Ep +m)

(
χs

0

)
, p0 = Ep

これから

Λ0 =
∑
s

(
χs

0

)(
χ†
s 0

)
とすると

Λ+ =
∑
s

u(p, s)u†(p, s)γ0 =
1

2m (Ep +m)
(/p+m)Λ0

(
/p
†
+m

)
γ0

=
1

2m (Ep +m)
(/p+m)Λ0γ

0 (/p+m)
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である。2成分スピノールの完備性
∑
s

χsχ
†
s = 1 より

Λ0 =
∑
s

(
χs χ

†
s 0

0 0

)
=

(
1 0

0 0

)
=

1 + γ0

2

であるから

Λ+ =
1

2m (Ep +m)
(/p+m)

1 + γ0

2
(/p+m)

γ0γµ + γµγ0 = 2gµ0 より γ0/p = 2p0 − /p γ0 であるから

1 + γ0

2
(/p+m) = p0 +m+ (/p−m)

1− γ0

2

これから

Λ+ =
/p+m

2m
+

(/p+m) (/p−m)

2m (Ep +m)

1− γ0

2

/p
2
= p2 = m2 であるから (/p+m) (/p−m) = /p

2 −m2 = 0 になる。したがって

Λ+(p) =
∑
s

u(p, s)u(p, s) =
/p+m

2m
(5.17)

を得る。同様にして

v(p, s) = w(−)(−p,− s) =
− /p+m√

2m (Ep +m)

(
0

χ−s

)
(5.18)

より

Λ−(p) = −
∑
s

v(p, s) v(p, s) =
− /p+m

2m
(5.19)

である。Λ± は

Λ2
± = Λ± , Λ+Λ− = Λ−Λ+ = 0 , Λ+ + Λ− = 1 (5.20)

を満たす射影演算子である。4成分スピノール ψ が as, bs を係数として

ψ = ψ(+) + ψ(−) , ψ(+) =
∑
s

asu(p, s) , ψ(−) =
∑
s

bsv(p, s)

と表せるとき

Λ+ψ
(+) =

∑
ss′

asu(p, s
′)u(p, s′)u(p, s) =

∑
ss′

asu(p, s
′) δss′ = ψ(+)

Λ−ψ
(+) = −

∑
ss′

asv(p, s
′) v(p, s′)u(p, s) = 0

同様にして Λ+ψ
(−) = 0 , Λ−ψ

(−) = ψ(−) であるから Λ±ψ = ψ(±) になる。Λ+ は任意の 4成分ス

ピノールから正のエネルギー部分を取り出し, Λ− は負のエネルギー部分を取り出す演算子である。

問 5.2 (5.18), (5.19), (5.20)を導け。

完備性

Λ+ + Λ− =
∑
s

(
u(p, s)u(p, s)− v(p, s)v(p, s)

)
= 1 (5.21)
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は完備性を表す。つまり, 任意の 4成分スピノール ψ は

ψ =
∑
s

(
asu(p, s) + bsv(p, s)

)
, as = u(p, s)ψ , bs = − v(p, s)ψ

と展開できる。完備性の別な表現を求めると, (5.17), (5.19)より∑
s

u(p, s)u†(p, s) =
/p+m

2m
γ0 =

1

2m

(
Ep − p·γ γ0 +mγ0

)
∑
s

v(p, s)v†(p, s) = − − /p+m

2m
γ0 =

1

2m

(
Ep − p·γ γ0 −mγ0

)
であるから ∑

s

(
u(p, s)u†(p, s) + v(−p, s)v†(−p, s)

)
=
Ep

m

(5.15)で定義した U , V で表すと∑
s

(
U(p, s)U†(p, s) + V (−p, s)V †(−p, s)

)
= 1 (5.22)

である。

5.3 ブースト

運動量 0 の状態 ψ(x) を

p =
mv√
1− v2

, つまり v =
p

Ep

の速度 v でブーストさせた状態 ψL(x) は運動量 p の状態になるはずである。(4.19)より

ψL(x) = R(a)−1ψ(ax) (5.23)

ただし R(a) は (4.13)で与えられる。(4.6)より

cosh θ =
1√

1− v2
=
Ep

m

であるから

cosh
θ

2
=

√
Ep +m

2m
, sinh

θ

2
=

√
Ep −m

2m
=

|p|
Ep +m

√
Ep +m

2m

したがって

R−1 = cosh
θ

2
+α·n sinh

θ

2
=

√
Ep +m

2m

(
1 +

p·α
Ep +m

)
になるから

ψL(x) =

√
Ep +m

2m

(
1 +

p·α
Ep +m

)
ψ(ax)

である。

運動量 0 の状態 ψ(x) は (5.9), (5.10)で p = 0 とすると

ψ(x) = e−iEtw(±)(0) (5.24)

ただし

E = m : w(+)(0) =

(
χ

0

)
, E = −m : w(−)(0) =

(
0

χ

)
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である。(5.23)では xµ を aµνx
ν に置き換える。これは (5.24)の t = x0 を a0µx

µ で置き換えるこ

とであるから

ψ
(±)
L (x) =

√
Ep +m

2m

(
1 +

p·α
Ep +m

)
w(±)(0) exp

(
∓ ima0µx

µ
)

になる。x軸方向のブーストの場合

ma0µx
µ =

m√
1− v2

x0 − mv√
1− v2

x1 = Ept− pxx

であるから, 一般に

ma0µx
µ = Ept− p·x = p·x , p0 = Ep

これから

ψ
(±)
L (x) = e∓ip·x

√
Ep +m

2m

(
1 +

p·α
Ep +m

)
w(±)(0) =

 e−ip·x u(p, s) , +

eip·x v(p, s) , −
(5.25)

になり (5.9), (5.10)を再現する。

問 5.3 (5.25)を示せ。

5.4 ゴルドン分解

ψ1(x) 及び ψ2(x) が自由なディラック方程式

(i γν∂ν −m)ψ1 = 0 , (i γν∂ν −m)ψ2 = 0

の解であるとき, 最初の式に ψ2γ
µ をかければ

ψ2γ
µψ1 =

i

m
ψ2γ

µγν∂νψ1 (5.26)

である。2番目の式のエルミート共役に γ0 をかけると

0 =
(
−i (∂νψ†

2) γ
ν † −mψ†

2

)
γ0 = −i (∂νψ2) γ

ν −mψ2

したがって

ψ2γ
µψ1 = − i

m
(∂νψ2) γ

νγµψ1 (5.27)

ここで

σµν =
i

2
(γµγν − γνγµ) = i (γµγν − gµν) = i (gµν − γνγµ)

を使うと (5.26), (5.27)は

ψ2γ
µψ1 =

i

m
ψ2∂

µψ1 +
1

m
ψ2σ

µν∂νψ1 , ψ2γ
µψ1 = − i

m
(∂µψ2)ψ1 +

1

m
(∂νψ2)σ

µνψ1

両者を足し合わせれば

ψ2γ
µψ1 =

i

2m

(
ψ2∂

µψ1 − (∂µψ2)ψ1

)
+

1

2m
∂ν

(
ψ2σ

µνψ1

)
(5.28)

になる。これをゴルドン分解 ( Gordon decomposition )という。ディラック流 ψ2γ
µψ1 は第 1項の

非相対論的確率流に対応する部分とスピンに依存する部分に分解できる。
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ψ1, ψ2 として (5.9)

ψ1(x) = e−ip·xu(p, s) , ψ2(x) = e−ip′·xu(p′, s′)

の場合 (5.28)から

u(p′, s′)γµu(p, s) =
1

2m
u(p′, s′)

(
(p+ p′)

µ
+ i σµν (p′ − p)ν

)
u(p, s) (5.29)

同様にして

v(p′, s′)γµv(p, s) = − 1

2m
v(p′, s′)

(
(p+ p′)

µ
+ i σµν (p′ − p)ν

)
v(p, s) (5.30)

v(p′, s′)γµu(p, s) =
1

2m
v(p′, s′)

(
(p− p′)

µ − i σµν (p′ + p)ν

)
u(p, s) (5.31)

である。

5.5 波束の運動

ディラック方程式 (i /∂ −m)ψ = 0 の解は, 一般に, 正エネルギー解 (5.9) と負エネルギー解 (5.10)

の線形結合

ψ(x) = ψ(+)(x) + ψ(−)(x)

で表せる。ただし

ψ(+)(x) =
∑
s

∫
d3p

(2π)3

√
m

Ep
a(p, s)u(p, s)e−ip·x

ψ(−)(x) =
∑
s

∫
d3p

(2π)3

√
m

Ep
b∗(p, s) v(p, s)eip·x

任意の係数 a(p, s), b∗(p, s) に対して ψ(±)(x) は各々ディラック方程式を満たす。確率流の期待値

Jµ(t) =

∫
d3xψ(x)γµψ(x) = Jµ

+(t) + Jµ
−(t) +Kµ(t)

ただし

Jµ
±(t) =

∫
d3xψ

(±)
(x)γµψ(±)(x)

Kµ(t) =

∫
d3x

(
ψ

(+)
(x)γµψ(−)(x) + ψ

(−)
(x)γµψ(+)(x)

)
=

∫
d3x

((
ψ

(−)
(x)γµψ(+)(x)

)∗
+ ψ

(−)
(x)γµψ(+)(x)

)
= 2Re

∫
d3xψ

(−)
(x)γµψ(+)(x)

を求める。ここで Re は実部を表す。

Jµ
+(t) =

∑
ss′

∫
d3p d3p′

(2π)6
m√
EpEp′

a∗(p′, s′) a(p, s)u(p′, s′)γµu(p, s) e−i(Ep−Ep′ )t

∫
d3x ei(p−p′)·x

=
∑
ss′

∫
d3p

(2π)3
m

Ep
a∗(p, s′) a(p, s)u(p, s′)γµu(p, s)
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(5.29)を使うと, p = p′ のとき σµν の項は 0 になるから

Jµ
+(t) =

∑
ss′

∫
d3p

(2π)3
m

Ep
a∗(p, s′) a(p, s)

pµ

m
u(p, s′)u(p, s) =

∑
s

∫
d3p

(2π)3
|a(p, s)|2 p

µ

Ep

同様にして

Jµ
−(t) =

∑
s

∫
d3p

(2π)3
|b(p, s)|2 p

µ

Ep

である。また∫
d3xψ

(−)
(x)γµψ(+)(x) =

∑
ss′

∫
d3p

(2π)3
m

Ep
a(p, s)b(−p, s′) v(−p, s′)γµu(p, s) e−2iEpt

=
∑
ss′

∫
d3p

(2π)3
a(p, s)b(−p, s′)

2Ep

× v(−p, s′)
(
(p− p′)

µ − i σµν (p′ + p)ν

)
u(p, s) e−2iEpt

ただし p′µ = (Ep , −p) である。µ = 0 のとき

(p− p′)
0 − i σ0ν (p′ + p)ν = Ep − Ep − i σ0k (p′k + pk) = 0

µ = k のとき

(p− p′)
k − i σkν (p′ + p)ν = 2pk − i σk0 (p′0 + p0) = 2pk − 2iEpσ

k0 = 2pk − 2Ep α
k

これから

K0 = 0 , K = 2Re
∑
ss′

∫
d3p

(2π)3
a(p, s)b(−p, s′) v(−p, s′)

( p

Ep
−α

)
u(p, s) e−2iEpt

以上から

J0(t) =

∫
d3xψ†(x)ψ(x) =

∑
s

∫
d3p

(2π)3

(
|a(p, s)|2 + |b(p, s)|2

)
J(t) =

∑
s

∫
d3p

(2π)3

(
|a(p, s)|2 + |b(p, s)|2

) p

Ep
+K(t)

になる。規格化条件は J0(t) = 1 である。

負のエネルギー解を無視すれば

J0(t) =

∫
d3xψ†(x)ψ(x) =

∑
s

∫
d3p

(2π)3
|a(p, s)|2 = 1 , J(t) =

∑
s

∫
d3p

(2π)3
|a(p, s)|2 p

Ep

J は速度 p/Ep の期待値であり, シュレディンガー方程式の場合と物理的には同じになる。一方, 負

のエネルギー解も考慮すると,新たに時間に依存するK(t)が現れる。これの時間依存は e−2iEpt で

あるから非常に激しい振動をする。電子の場合, その周期は

2π

2Ep
<

π

m
∼ 10−21 sec

である。この振動をツィッターベベーグング ( Zitterbewegung )という。K(t) がどのような場合に

重要になるか, 検討する。t = 0 で波束が広がり d のガウス分布

ψ(0,x) =
1

(πd2)3/4
e−x2/(2d2)w , w =

(
χ

0

)
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で与えられるとする。χ は x に依存しない適当な 2成分スピノールである。ψ(x) の展開係数 a, b

を ψ(0,x) で表す。∫
d3x

(2π)3
ei(p−p′)·x = ei(Ep−Ep′ )t

∫
d3x

(2π)3
e−i(p−p′)·x = ei(Ep−Ep′ )t δ(p− p′) = δ(p− p′)∫

d3x

(2π)3
ei(p+p′)·x = e2iEptδ(p+ p′)

であるから∫
d3x eip·xu†(p, s)ψ(x) =

∑
s′

∫
d3p′

√
m

Ep′

∫
d3x

(2π)3

(
a(p′, s′)u†(p, s)u(p′, s′) ei(p−p′)·x

+ b∗(p′, s′)u†(p, s)v(p′, s′) ei(p+p′)·x
)

=

√
m

Ep

∑
s′

(
a(p, s′)u†(p, s)u(p, s′) + b∗(−p, s′)u†(p, s)v(−p, s′) e2iEpt

)
u, v の直交性 (5.14)より √

m

Ep

∫
d3x eip·xu†(p, s)ψ(x) = a(p, s) (5.32)

同様にして √
m

Ep

∫
d3x e−ip·xv†(p, s)ψ(x) = b∗(p, s) (5.33)

t = 0 とすると

a(p, s) =

√
m

Ep

1

(πd2)3/4
u†(p, s)w

∫
d3x e−x2/(2d2)−ip·x

=

√
m

Ep
(4πd2)3/4e−p2d2/2 u†(p, s)w =

√
Ep +m

2Ep
(4πd2)3/4e−p2d2/2χ†

sχ

b∗(p, s) =

√
m

Ep
(4πd2)3/4e−p2d2/2 v†(p, s)w =

√
Ep +m

2Ep
(4πd2)3/4e−p2d2/2χ†

s

σ · p
Ep +m

χ

になる。これから ∣∣∣∣b∗(p, s)a(p, s)

∣∣∣∣ ∼ |p|
Ep +m

したがって |p| & m のとき |b(p, s)| ∼ |a(p, s)| になる。一方, e−p2d2/2 から a, b に寄与する p の

範囲は |p| . 1/d であるから, m . 1/d, つまり d . 1/m ならば負エネルギー解の効果は無視でき

ない。波束の広がりがコンプトン波長 ~/mc ( 電子の場合 3.9 × 10−13 m )程度以下である。逆に,

コンプトン波長以下というような局所化でない場合には, 負エネルギー解の効果を無視しても十分

よい近似である。水素原子を扱う場合, 波動関数の広がりはボーア半径 0.5 × 10−10 m 程度である

から, まずは負エネルギー解を無視してもよいだろう (静止質量 mの分だけエネルギーはかさ上げ

されているから,束縛状態のエネルギーも正である)。しかし,満足すべき理論を作るには,負エネル

ギー解について明確な物理的解釈が必要である。それはディラックによる空孔理論 ( hole theory )

によって与えられる。

5.6 空孔理論

ディラック方程式 (5.1)の解として (5.9)のエネルギー E = Ep > 0, 運動量 p, スピン s の解

ψ(+)
ps (t,x) = e−ip·xu(p, s)
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と (5.10)のエネルギー E = −Ep < 0, 運動量 −p, スピン −s の解

ψ(−)
ps (t,x) = eip·xv(p, s)

が得られた。負のエネルギー解が存在すると, 例えば, 正のエネルギー解の状態にある電子は, 電磁

相互作用で負のエネルギー解に遷移することが可能で, 安定な正エネルギーの電子は存在しないと

いう困難に直面する。

この困難を回避するため, ディラックは次のような解釈を与えた。真空は何も存在しない状態で

はなく, 負のエネルギー状態が全て占められた状態である。この真空をディラック海 ( Dirac sea )

ともいう。この真空に電子を 1つ加えると, パウリの排他律から負のエネルギー状態に加えること

はできず, 必ず正のエネルギー状態になり, かつ, 負のエネルギー状態に遷移することはできないか

ら, 正のエネルギー状態の安定性は保証される。また, 我々が観測する物理量の観測値は, 真空から

のずれだけであって真空が持っている値は観測不可能である。したがって, 電子+真空 系の測定値

は加えた電子の値である。

この解釈は, 次のような新しい現象を予言し, 実際, 実験的に確かめられた。ディラック海中で負

のエネルギー状態 ψ
(−)
ps の電子が欠落し空孔 ( hole )ができると

電荷 − e > 0 , エネルギー − (−Ep) = Ep > 0 , 運動量 − (−p) = p , スピン − (−s) = s

の状態として観測される。つまり,電荷が電子と逆符号で正エネルギーの粒子として観測される。こ

の空孔を反粒子 ( anti-particle )という。電子の反粒子は陽電子である。ψ(−)
ps はエネルギー Ep > 0,

運動量 p, スピン s の反粒子の状態を表すことになる。また, 光子のエネルギーが 2mc2 よりも大き

いならば, 電磁相互作用で負エネルギー状態にある電子を正エネルギー状態に遷移することができ,

1空孔–1粒子の状態になる。つまり, 真空から電子–陽電子が生成される ( これを電子–陽電子の対

生成 ( pair creation )という )。逆に, 空孔がある場合, 正エネルギーの電子が負エネルギーの状態

に遷移し光子を放出する現象も起こる。これを電子–陽電子の対消滅 ( pair annihilation )という。

空孔理論は物理学に大きな進歩をもたらしたが, それでもまだ困難が存在する。最も簡単な 1電

子系を扱うときでも,背景にディラック海を埋め尽くす無限個の負エネルギーの電子が存在する。電

子と負エネルギーの電子は電磁相互作用で互いに影響を及ぼし合うから, 1電子系でも実は無限自

由度の多体系であり,ディラック海の効果を扱える理論が必要になる。また,負のエネルギー状態は,

例えば, 自由粒子の場合とクーロンポテンシャルが存在する場合では異なるから, ディラック海の構

造は変化する。この構造変化も取り込む必要がある。結局, 場の量子化が必要になる。
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6 1次元ポテンシャル

x軸上を運動する 1次元のディラック方程式を考える。Ax(x, t) = 0, φ(x, t) = φ(x) のときディ

ラック方程式は(
αxpx +mβ + V (x)− E

)
ψ(x) = 0 , px = − i

d

dx
, V (x) = qφ(x) (6.1)

になる。4成分スピノール ψ(x) を 2つの 2成分スピノール ϕu(x), ϕd(x) で表して

ψ(x) =

(
ϕu(x)

ϕd(x)

)
とすると

αxpx +mβ + V (x)− E =

(
m+ V (x)− E σxpx

σxpx −m+ V (x)− E

)
であるから(

m+ V (x)− E
)
ϕu(x)− iσx

dϕd

dx
= 0 , − iσx

dϕu

dx
−
(
m− V (x) + E

)
ϕd(x) = 0

第 2式から

ϕd(x) =
− iσx

m− V (x) + E

dϕu

dx
(6.2)

これを第 1式に代入すると

d

dx

(
1

m− V (x) + E

dϕu

dx

)
−
(
m+ V (x)− E

)
ϕu(x) = 0 (6.3)

これはスピンに依存しないから, 2成分スピノール ϕu(x)をx依存部分とスピン依存部分に分離して

ϕu(x) = F (x)χ , χ =

(
a

b

)
, χ†χ = |a|2 + |b|2 = 1

とする。a, b は定数である。(6.3)は

d

dx

(
1

m− V (x) + E

dF

dx

)
−
(
m+ V (x)− E

)
F (x) = 0 (6.4)

(6.2)より

ψ(x) =

(
F (x)χ

G(x)σxχ

)
, G(x) =

− i

m− V (x) + E

dF

dx
(6.5)

である。V (x) が定数の場合
d2F

dx2
+
(
(E − V )

2 −m2
)
F = 0

になりクライン・ゴルドン方程式 (2.12)と同じになる。(3.21)で示したように, Aµ = 一定 の場合,

ディラック方程式の解はクライン・ゴルドン方程式を満たす。確率密度 ρ(x) と確率の流れの密度

J(x) は

ρ(x) = ψ†(x)ψ(x) =
(
F ∗χ† G∗χ†σx

)( Fχ

Gσxχ

)
= |F (x)|2 + |G(x)|2 (6.6)

J(x) = ψ†(x)αxψ(x) = (F ∗χ† G∗χ†σx )

(
0 σx

σx 0

)(
Fχ

Gσxχ

)

= (F ∗χ† G∗χ†σx )

(
Gχ

Fσxχ

)
= F ∗G+ FG∗ = 2Re

(
F ∗(x)G(x)

)
(6.7)

になる。
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6.1 階段ポテンシャルとクラインのパラドクス

V (x) が

V (x) =

{
0 , x < 0

V0 , x > 0
, V0 は正の定数

のとき, x < 0 の側からエネルギー E > m の粒子が入射する場合を考える。なお, クライン・ゴル

ドン方程式での階段ポテンシャル (15ページ)と内容が重複する部分がある。

x < 0 では k =
√
E2 −m2 =正の実数 とすれば

d2F

dx2
= − k2F , G(x) =

− i

E +m

dF

dx

したがって A, B を任意定数として

F (x) = Aeikx +Be−ikx , G(x) =
k

E +m

(
Aeikx −Be−ikx

)
(6.8)

になるから

ψ(x) = ψi(x) + ψr(x) , ψi(x) = Aeikx

 χ

k

E +m
σxχ

 , ψr(x) = Be−ikx

 χ

− k

E +m
σxχ


である。ψi の確率密度 ρi と確率の流れ Ji は (6.6), (6.7)で F = Aeikx , G = Ak/(E +m) eikx とす

ると

ρi =

(
1 +

k2

(E +m)2

)
|A|2 =

2E

E +m
|A|2 , Ji =

2k

E +m
|A|2 =

k

E
ρi =

k√
k2 +m2

ρi

になる。ψr の確率密度 ρr と確率の流れ Jr は k を − k で置き換えればよいから

ρr =
2E

E +m
|B|2 , Jr = − 2k

E +m
|B|2 = − k

E
ρi

である。ρ と J の関係 J = 速度×ρ から, ψi は x軸正方向に速さ k/E で進む粒子を表し, ψr は x

軸負方向に速さ k/E で進む粒子を表す。したがって, ψi は入射波, ψr は反射波である。k/E は相

対論的古典力学での運動量と速度の関係式である。

x > 0 では

K =
√
(E − V0)2 −m2 (6.9)

とすれば d2F/dx2 = −K2F より

F (x) = C+e
iKx + C−e

−iKx , G(x) =
K

E − V0 +m

(
C+e

iKx − C−e
−iKx

)
になるから

ψ(x) = ψ+(x) + ψ−(x) , ψ±(x) = C±e
±iKx

 χ

± K

E − V0 +m
σxχ

 (6.10)

である。K は実数とは限らない。K が実数の場合, ψ±(x) の確率密度 ρ± と流れの密度 J± は

ρ+ =

(
1 +

K2

(E − V0 +m)2

)
|C+|2 =

2(E − V0)

E − V0 +m
|C+|2 (6.11)

J+ =
2K

E − V0 +m
|C+|2 =

K

E − V0
ρ+ (6.12)

ρ− =
2(E − V0)

E − V0 +m
|C−|2 , J− = − K

E − V0
ρ− (6.13)

になる。
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−m

m
V0 +m

V0 −m

E

V0 < E −m の場合

非相対論的にはポテンシャル障壁が運動エネルギーよりも低い場合であ

る。右図で影付きの部分は k, K が実数になる E の領域を表す。K は正

の実数であり, 粒子は x > 0 の領域を通過する。E − V0 > m > 0 のと

き (6.9)を E について解けば E = V0 +
√
K2 +m2 になるから, (6.12),

(6.13) より ψ±(x) は速度

± K

E − V0
= ± K√

K2 +m2

の粒子を表す。これは運動量 ±K の相対論的な古典的粒子の速度であ

る。x > 0 では x 軸正方向に進む透過波だけであるから ψ−(x) = 0 , つまり C− = 0 である。

x < 0 での波動関数 ψi + ψr と x > 0 での波動関数 ψ+ は x = 0 で連続であるから

A+B = C+ ,
k

E +m

(
A−B

)
=

K

E − V0 +m
C+

したがって
B

A
=

1− f

1 + f
,

C+

A
=

2

1 + f
, ただし f =

K

k

E +m

E − V0 +m
(6.14)

である。これから

Jr
Ji

= − |B|2

|A|2
= −

(
1− f

1 + f

)2

,
J+
Ji

= f
|C+|2

|A|2
=

4f

(1 + f)2
(6.15)

になり連続の方程式 Ji + Jr = Jt は成り立つ。反射率 R, 透過率 T は, 非相対論と同様に確率の流

れの比で与えられ

R =
|Jr|
|Ji|

=

(
1− f

1 + f

)2

, T =
|Jt|
|Ji|

=
4|f |

(1 + f)2
(6.16)

になる。E − V0 −m > 0 の場合

f =

√
(E +m)(E − V0 −m)

(E −m)(E − V0 +m)
> 0

V0 E−m

1

0

T

より R+ T = 1 である。V0 ≈ 0 のとき

f ≈
(
1− 1

2

V0
E −m

)(
1 +

1

2

V0
E +m

)
≈ 1− mV0

E2 −m2

V0 ≈ E −m のとき

f ≈
√
E +m

E −m

E − V0 −m

2m

V0 = 0 のとき f = 1 であるから R = 0 , T = 1 になり全て

透過する。一方, V0 = E −m では f = 0 であるから R = 1 , T = 0 になり全て反射する。T を V0

の関数として図示すると右図になる。E = m+ ε とし, m� ε > V0 の場合

f =

√
(2m+ ε)(ε− V0)

ε(2m+ ε− V0)
≈
√
ε− V0
ε

, ∴ R ≈
(√

ε−
√
ε− V0√

ε+
√
ε− V0

)2

になり, シュレディンガー方程式の結果を再現する。
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−m

m

V0 +m

V0 −m

E

E −m < V0 < E +m の場合

K は純虚数になる。非相対論的には, 運動エネルギーがポテンシャル障壁

よりも小さい場合であり粒子は全て反射される。

κ =
√
m2 − (E − V0)2 =正の実数

とし K を iκ で置き換えると (6.10)は

ψ±(x) = C±e
∓κx

 χ

± iκ

E − V0 +m
σxχ


になる。x→ ∞ で ψ(x) = ψ+(x) +ψ−(x) が有限であるためには C− = 0 であり V0 < E −m の場

合と同じ条件になる。(6.7)で

F = C+e
−κx , G =

iC+κ

E − V0 +m
e−κx

とすると F ∗G は純虚数になるから, x > 0 での流れの密度 J+ は J+ = 0 である。x = 0 での接続

条件は (6.14)で K を iκ で置き換えればよい。f は純虚数になるから

R =
|B|2

|A|2
=

|1− f |2

|1 + f |2
= 1 , T =

|J+|
|Ji|

= 0

非相対論と同様に, 粒子は全て反射する。

−m

m

V0 +m

V0 −mE

V0 > E +m > 2m の場合

ポテンシャル障壁は非常に高く, 非相対論的には粒子は全て反射されるが,

相対論では K は再び実数になり, 粒子はこのポテンシャル障壁を通過す

る。K が実数である V0 < E −m の結果を使うと, E − V0 +m < 0 であ

るから (6.14)の f は負の実数になり

R =

(
1− f

1 + f

)2

> 1 ,
Jr
Ji

< 0 ,
Jt
Ji
< 0 (6.17)

である。運動エネルギー E −m がポテンシャルよりも小さいにもかかわ

らず, 粒子はポテンシャルを透過し, しかも, 反射係数は R > 1 というこ

とは, 透過側から入射側に粒子が流入する ( Jr/Ji < 0 )。これをクラインのパラドクスという。上

図から, x > 0 の領域の波動関数は, 自由粒子の負エネルギーの振動解に対応する。このため, 奇妙

な現象が発生する。非相対論的では,負エネルギーの振動解は存在せず,指数関数的に減少する解に

なるから, 粒子は透過できない。

ところで, (6.12)より ψ+ の粒子の速度 K/(E−V0) は V0 > E+m のとき負になるから, ψ+ は x

軸負方向に進む粒子を表す。クライン・ゴルドン方程式の (2.18)で x > 0 での波動関数を eiKx か

ら e−iKx に置き換えた。これと同様に, x > 0 の領域で粒子が x軸正方向に運動するためには, ψ+

の代わりに K の符号を変えた ψ− を採用する。(6.14)で K → −K とすると f は

f =
K

k

E +m

V0 − E −m
=

√
(E +m)(V0 − E +m)

(E −m)(V0 − E −m)
> 0

になり R < 1 である。x > 0 から x < 0 の領域に粒子が流入することはない。V0 ≈ E +m のとき

f � 1 であるから

T =
4f

(1 + f)2
≈ 4

f
≈
√

8(E −m)

E +m

V0 − E −m

m
∝
√
V0 − E −m



6 1次元ポテンシャル 55

V0 → ∞ では f →
√
(E +m)/(E −m) になるから

T → 2
√
E2 −m2

E +
√
E2 −m2

=
2k

E + k

E/m+1

2k

E+k

V0/mE/m−1

1 2 3 4
1

0

E/m = 1.3

である。E を与えたとき, T を V0 の関数として図示す

ると右図になる。V0 < E−m の場合, T は V0 の減少関

数で, ポテンシャル障壁が大きくなるほど, 粒子は透過

しなくなる。一方, V0 > E +m では T は V0 の増加関

数で, 無限大の障壁でも粒子は透過する。

(6.9)を E について解くと, V0 > E +m > E の場合

E = V0 −
√
K2 +m2

になる。運動量の大きさが K である粒子のエネルギー

は, x > 0 では V0 +
√
K2 +m2 であるから, x > 0 の状態は電荷 q の粒子とは考えられない。クラ

イン・ゴルドン方程式と同様に, x > 0 での粒子を反粒子と見なせば, ポテンシャル障壁は反粒子に

対しては引力のポテンシャル −V0 になるから, 反粒子はこのポテンシャルを通過する。このとき,

反粒子のエネルギー E は

E = −V0 +
√
K2 +m2 = −E

である。x > 0 に反粒子が発生するならば, x < 0 には電荷 q , エネルギー E の粒子が発生する必

要がある。しかし, R < 1 であるから, 反射してくる電荷 q の粒子は減少する。これでは電荷保存

が成り立たない。クライン・ゴルドン方程式の場合 R > 1 になり, 粒子・反粒子の対生成として物

理的解釈が可能である。

E

−m

m

V0 −m

V0 +m

以上の困難さを空孔理論により再解釈する。空孔理論では, 自由粒

子の場合, 負エネルギーの状態は電荷 q の粒子で占有されている (右

図の影付きの部分)。ポテンシャル V0 が存在する場合, (6.9)を E に

ついて解くと

E = E± , E± = V0 ±
√
K2 +m2

であるが, E+ が自由粒子の正エネルギー, E− が負エネルギーに対応

するから,エネルギーがE− の状態は電荷 qの粒子で占められている。

V0 > E +m の場合, x > 0 では E = E− であり粒子が占有している。

この状態に空孔ができると, 電荷 − q でエネルギー E は

E = −E− = −V0 +
√
K2 +m2

になる。電荷 − q の粒子に作用するポテンシャルは (− q)φ = −V0 であるから,このエネルギーは運

動量の大きさが K の反粒子のエネルギーである。状態 ψ+ の粒子の速度 K/(E−V0)は V0 > E+m

のとき負であるが, この状態が空孔になれば, 空孔の速度は符号が変わり

− K

E − V0
=

K√
K2 +m2

> 0

であり, 空孔は x軸正方向に進む。したがって, x > 0 の状態は (6.10)でよい。(6.14), (6.15) が再び

成り立ち f < 0 になる。ただし, 解釈は次のようになる。

x > 0 に空孔が生成するならば x < 0 に電荷 q の粒子が発生する。この粒子のエネルギーは

E =
√
k2 +m2 であり, 対生成した粒子・空孔のエネルギーの和は E + E = 0 であるから, エネ
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ルギー保存は成り立つ。ポテンシャル障壁が非常に高いため, 非相対論と同様に, 入射した粒子は

全て反射される。対生成した粒子も反射粒子に加わる。このため, 反射粒子は入射粒子より多くな

り R > 1 になる。J を電流密度と解釈すれば, 電荷 − q の反粒子が x 軸正方向に運動するから

Jt/Ji < 0 である。連続の方程式 Ji + Jr = Jt は電荷保存を表す。R > 1, Jt/Ji < 0 は, 空孔理論に

より粒子・空孔の対生成として, 一応, 理解できる。

6.2 井戸型ポテンシャル

一般に (6.4)を満たす解が 2つあるとする。D±(x) = m±
(
V (x)− E

)
とすると

d

dx

1

D−(x)

dF1

dx
−D+(x)F1(x) = 0 ,

d

dx

1

D−(x)

dF2

dx
−D+(x)F2(x) = 0

である。このとき

d

dx

F2

D−

dF1

dx
=

1

D−

dF2

dx

dF1

dx
+ F2

d

dx

1

D−

dF1

dx
=

1

D−

dF2

dx

dF1

dx
+D+F1F2

1 と 2 を入れ替えて差をとれば

d

dx

(
F2

D−

dF1

dx
− F1

D−

dF2

dx

)
= 0 , ∴ F2

D−

dF1

dx
− F1

D−

dF2

dx
=定数

束縛状態の場合 |x| → ∞ では F → 0 であるから 定数 = 0 である。したがって

F2
dF1

dx
− F1

dF2

dx
= 0

になるから F2 ∝ F1 であり, シュレディンガー方程式と同様に, 1次元の束縛状態に縮退はない。

V (x) = V (−x) のとき (6.4)より F (x) が解ならば F (−x) も解である。束縛状態では縮退はない
から F (−x) = cF (x) とおける。これから F (x) = cF (−x) = c2F (x) になり c = ± 1 である。した

がって, V (x) = V (−x) の場合, 束縛状態の F (x) は偶関数か奇関数になる。(6.5)より F (x) が偶関

数 (奇関数)のとき G(x) は奇関数 (偶関数)である。F (x) と G(x) ではパリティが逆になる。束縛

状態を扱う場合 (6.5)の代わりに

ψ(x) =

(
F (x)χ

− iG(x)σxχ

)
, G(x) =

1

m− V (x) + E

dF

dx

とする。これは F (x), G(x) を実数にするためである。

井戸型ポテンシャル

V (x) =

 0 , |x| > a

−V0 , |x| < a
, V0 > 0 (6.18)

の束縛状態を求める。これは V (x) = V (−x) を満たすから, 束縛状態の F (x), G(x) は偶関数ある

いは奇関数になり, x ≥ 0 だけを考えれば十分である。x < a では (6.4)は

d2F

dx2
+
(
(E + V0)

2 −m2
)
F = 0

になるから K =
√
(E + V0)2 −m2 とすると

F (x) = A sin(Kx) +B cos(Kx) , G(x) =
K

E + V0 +m

(
A cos(Kx)−B sin(Kx)

)
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x > a では V0 = 0 であるから自由粒子になり

F (x) = Ce−q(x−a) +Deq(x−a) , G(x) = − q

m+ E

(
Ce−q(x−a) −Deq(x−a)

)
, q =

√
m2 − E2

になる。x→ ∞ で F → 0 であるためには q は実数で D = 0 でなければならない。したがって

F (x) = Ce−q(x−a) , G(x) = − q

m+ E
Ce−q(x−a) , ただし E2 < m2

である。x = a で F (x) と G(x) は連続であるから

A sin(Ka) +B cos(Ka) = C ,
K

m+ E + V0

(
A cos(Ka)−B sin(Ka)

)
= − q

m+ E
C

偶関数の場合, A = 0 より

B cos(Ka) = C ,
K

m+ E + V0
B sin(Ka) =

q

m+ E
C

両辺の比を取れば

tan(Ka) =
q

K

m+ E + V0
m+ E

=

√
(m− E)(E + V0 +m)

(m+ E)(E + V0 −m)
(6.19)

である。奇関数では B = 0 より

− cot(Ka) =
q

K

m+ E + V0
m+ E

=

√
(m− E)(E + V0 +m)

(m+ E)(E + V0 −m)
(6.20)

になる。K が純虚数の場合 K ′ を実数として K = iK ′ とおける。これから

K tan(Ka) = K ′ 1− e2K
′a

1 + e2K′a
< 0 , −K cot(Ka) = K ′ 1 + e2K

′a

1− e2K′a
< 0

一方, −m < E < m より

q
m+ E + V0
m+ E

> 0

になるから (6.19), (6.20)を満たすためには K は実数でなければならない。したがって

(E + V0)
2 −m2 > 0 , ∴ E > m− V0 または E < −m− V0

E > −m であるから, 束縛状態が存在する範囲は −m < E < m かつ E > m− V0 になる。波動関

数は |x| > a では指数関数的に減少し ( −m < E < m ), |x| < a では振動する ( E > m− V0 )。

−m

m

m− V0

−m− V0

E

V0 < 2m

−m

m

m− V0

−m− V0

E

E

V0 > 2m

0 < V0 < 2m の場合, m − V0 > −m より

m − V0 < E < m が束縛状態の存在する範囲で

ある ( 左図。影付き部分は波動関数が振動する

エネルギー領域 )。非相対論と同様に, 束縛状態

のエネルギーはポテンシャルの底よりも大きい。

V0 > 2m の場合, m − V0 < −m であるから

−m < E < m が束縛状態の存在する範囲にな

る。非相対論的に考えれば m − V0 < E < −m

にも ( 図の破線の E )束縛状態が存在しそうで

あるが, これは許されない。図から |x| > a での

波動関数は,振動する負エネルギー解になるから,束縛状態ではない。クラインのパラドクスと同様

に, 振動する負エネルギー解の存在が非相対論と異なる現象をもたらす。
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下図に (6.19), (6.20)を数値的に解き, E を V0 の関数として図示した。実線が (6.19), 破線線が

(6.20)の解である。E の V0依存性, 及び固有値の数は定性的にはシュレディンガー方程式と同様で

ある。シュレディンガー方程式では, V0 を大きくする程, より強く束縛し, V0 → ∞ で |x| < a に閉

じ込められ, エネルギーは

E −m = −V0 +
m

2

( nπ

2ma

)2
, n = 1, 2, 3, · · ·

になる。一方, ディラック方程式では E < −2m では束縛状態ではなくなる。

正エネルギーの連続状態

負エネルギーの連続状態

m

0

−m

1 2 V0/m

mR = 5.0

図に示したように, ある状態が束縛状態であるためには Vmin < V0 < Vmax である。偶関数の場

合, 最小値 Vmin は (6.19) で E = m とすると

tan

(
a
√
V 2
min + 2mVmin

)
= 0 , ∴ Vmin =

√
m2 +

(nπ
a

)2
−m =

m

2

( nπ
ma

)2
+ · · ·

最大値 Vmax は E = −m とすると tan
(
a
√
V 2
max − 2mVmax

)
= +∞ より

Vmax =

√
m2 +

(
2n+ 1

2a
π

)2

+m = 2m

(
1 +

1

4

(
2n+ 1

2ma
π

)2

+ · · ·

)

同様にして, 奇関数の場合は

Vmin =

√
m2 +

(
2n+ 1

2a
π

)2

−m =
1

2m

(
2n+ 1

2ma
π

)2

+ · · ·

Vmax =

√
m2 +

(
n+ 1

a
π

)2

+m = 2m

(
1 +

1

4

(
n+ 1

ma
π

)2

+ · · ·

)

になる。ただし n = 0, 1, 2, · · · である。
E = m− ε とする。0 < ε < V0 � m の場合

K =
√
(V0 − ε)(2m+ V0 − ε) ≈

√
2m(V0 − ε)√

(m− E)(E + V0 +m)

(m+ E)(E + V0 −m)
=

√
ε(2m+ V0 − ε)

(2m− ε)(V0 − ε)
≈
√

ε

V0 − ε

であるから (6.19), (6.20)は

β = α tanα , β = −α cotα
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ただし

α =
√
2ma2(V0 − ε) , β =

√
2ma2ε , α2 + β2 = 2ma2V0

になる。したがって, シュレディンガー方程式の結果を再現する。

波動関数

偶関数の場合

F (x) =


B cos(Kx)

Ce−q(x−a)

G(x) =


− K

E + V0 +m
B sin(Kx)

− q

m+ E
Ce−q(x−a)

である。

cos2(Ka) =
1

1 + tan2(Ka)
=

(m+ E)(E + V0 −m)

2mV0

であるから∫ ∞

0

dx |F |2 =
B2

2

(
a+

sin(Ka) cos(Ka)

K
+

cos2(Ka)

q

)
=
aB2

2

(
1 +

1

2ma

√
m+ E

m− E

)
∫ ∞

0

dx |G|2 =
aB2

2

E + V0 −m

E + V0 +m

(
1 +

1

2ma

√
m− E

m+ E

)

したがって∫ ∞

−∞
dx
(
|F |2 + |G|2

)
= aB2

(
1 +

1

2ma

√
m+ E

m− E
+
E + V0 −m

E + V0 +m

(
1 +

1

2ma

√
m− E

m+ E

))
= 1

E ≈ −m の場合 E = −m+ ε とすると

√
aB ≈

√
α

1 + α− 2m/V0
, ただし α =

√
2ma2ε

になる。tan(Ka) → +∞ であるから cos(Ka) → 0 になるが, 符号を考慮すると

cos(Ka) ≈ (−1)n
α

2ma

√
V0 − 2m

V0
, ただし Ka→

(
n+

1

2

)
π , n = 0, 1, 2, · · ·

であるから

C

B
= cos(Ka) ≈ (−1)n

α

2ma

√
V0 − 2m

V0
,

K

E + V0 +m
B ≈

√
V0 − 2m

V0
B

q

m+ E
C =

K

E + V0 +m
B sin(Ka) ≈ (−1)n

√
V0 − 2m

V0
B

ε → 0 では B, C → 0 になるが, C/B ∝ α ∝
√
ε であるから C は B に比べて早く 0 に近づく。し

たがって E ≈ −m では

F (x) ≈

 B cos(Kx)

0
, G(x) ≈

√
V0 − 2m

V0
B ×

 − sin(Kx) , |x| < a

(−1)n+1 , x > a

上 2成分の波動関数 F (x) は |x| < a に閉じ込められるが, 下 2成分波動関数 G(x) は非常に浅く束

縛された状態に対応する。
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奇関数の場合

F (x) =


A sin(Kx)

Ce−q(x−a)

G(x) =


K

E + V0 +m
A cos(Kx)

− q

m+ E
Ce−q(x−a)

である。

sin2(Ka) =
(m+ E)(E + V0 −m)

2mV0

であるから ∫ ∞

0

dx |F |2 =
aA2

2

(
1 +

1

2ma

√
m+ E

m− E

)
∫ ∞

0

dx |G|2 =
aA2

2

E + V0 −m

E + V0 +m

(
1 +

1

2ma

√
m− E

m+ E

)

したがって, 規格化条件は偶関数の場合と同じになる。これから E ≈ −m のとき

F (x) ≈

 A sin(Kx)

0
G(x) ≈

√
V0 − 2m

V0
A×

 cos(Kx) , |x| < a

(−1)n+1 , x > a

になる。

F (x), G(x) の数値計算例を次に示す。実線が
√
aF (x), 破線が

√
aG(x) である。左側は n = 1 の

偶関数, 右側は n = 0 の奇関数である。

V0/m = 2.3623 E/m = −0.9916

0

0.5

−0.5

1

x/a

V0/m = 2.1701 E/m = −0.9911

0

1

0.5

1

x/a
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7 中心力

7.1 動径方向の方程式

ディラック方程式の１つの重要な成果は,原子スペクトルの微細構造を説明したことである。原子

中の電子を扱う場合, 負エネルギーの効果を無視してもよい近似であろうから, ディラック海の存在

は無視し, 単に 1電子のディラック方程式の正エネルギー解だけを扱う。中心力ポテンシャル V (r) ,

r = |x| の場合, 解くべきディラック方程式は (3.10)で qφ = V , A = 0 とした

H ψ(x) = E ψ(x) , H = − iα·∇+ βm+ V (r)

である。

交換関係

H が全角運動量 J = L+Σ/2 とパリティ演算子 P = γ0P (0) と交換することを示す。軌道角運動

量 L = − ix×∇ はmβ , V (r) と交換するから

[H , L ] = − i [α·∇ , L ] = − i αk[ ∂k , L ] , ∂k =
∂

∂xk

Lx = −ix2∂3 + ix3∂2 の場合

[ ∂k , Lx ] = − i [ ∂k , x
2 ]∂3 + i [ ∂k , x

3 ]∂2 = − i δk2∂3 + i δk3∂2

であるから

[H , Lx ] = −α2∂3 + α3∂2 = − (α×∇)x

したがって

[H , L ] = −α×∇ (7.1)

になる。Σx = iγ2γ3 = − i γ0γ2γ0γ3 = − i α2α3 であるから Σx も mβ , V (r) と交換する。した

がって

[H , Σx ] = − [αk , α2α3 ] ∂k

αkα` = 2δk` − α`αk より

αkα2α3 =
(
2δk2 − α2αk

)
α3 = 2δk2α

3 − α2
(
2δk3 − α3αk

)
= 2δk2α

3 − 2δk3α
2 + α2α3αk

であるから

[H , Σx ] = 2
(
α2∂3 − α3∂2

)
= 2 (α×∇)x

つまり

[H , Σ ] = 2α×∇ (7.2)

(7.1)と (7.2)より

[H , J ] = 0

である。H は L , Σ とは交換しないが J = L+Σ/2 とは交換する。

P (0)ψ(x) = ψ(−x) , P (0)V (r)ψ(x) = V (r)ψ(−x) であるから

HPψ(x) =
(
− iα·∇+ βm+ V (r)

)
γ0ψ(−x) = γ0

(
iα·∇+ βm+ V (r)

)
ψ(−x)

PHψ(x) = γ0P (0)
(
− iα·∇+ βm+ V (r)

)
ψ(x) = γ0

(
− iα·(−∇) + βm+ V (r)

)
ψ(−x)

任意のスピノールに対して (HP − PH)ψ(x) = 0 であるから H と P は交換する。
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角度部分の分離

H, J2, Jz, P の同時固有関数 ψ(x) を 2つの 2成分スピノール ϕu, ϕd で表して

ψ(x) =

(
ϕu(x)

ϕd(x)

)
(7.3)

とする。ディラック表示では

J =

(
j 0

0 j

)
, j = L+ σ/2 , P = γ0P (0) =

(
P (0) 0

0 −P (0)

)

であるから

J2ψ = j(j + 1)ψ , Jzψ = m3ψ , Pψ = η ψ , ( η = ± 1 )

は

j2ϕu = j(j + 1)ϕu , jzϕu = m3ϕu , P (0)ϕu = η ϕu

j2ϕd = j(j + 1)ϕd , jzϕd = m3ϕd , P (0)ϕd = − η ϕd

になる。ϕu と ϕd は異なる軌道パリティの状態である。j2, jz, L
2 の同時固有関数である 2成分ス

ピノールを Y`jm3(θ, φ) とする :

j2Y`jm3 = j(j + 1)Y`jm3 , jzY`jm3 = m3Y`jm3 , L2Y`jm3 = `(`+ 1)Y`jm3

Y`jm3 は軌道角運動量の固有関数である球面調和関数 Y`m とスピンの固有関数を合成したもので

ある。j が与えられたとき, ` は `± = j ± 1/2 の 2つの値が可能である。したがって

ϕu(x) = F+(r)Y`+jm3 + F−(r)Y`−jm3

とおける。P (0)Y`jm3 = (−1)`Y`jm3 であるから

P (0)ϕu = (−1)`+F+(r)Y`+jm3 + (−1)`−F−(r)Y`−jm3 = (−1)`+
(
F+(r)Y`+jm3 − F−(r)Y`−jm3

)
ϕu が P (0) の固有関数であるためには

ϕu(x) = F+(r)Y`+jm3 , または ϕu(x) = F−(r)Y`−jm3

でなければならない。ϕd は ϕu と逆の軌道パリティであるから

ψ(x) =

(
ϕu(x)

ϕd(x)

)
, ϕu(x) =

F (r)

r
Y`jm3 , ϕd(x) =

iG(r)

r
Y`′jm3 (7.4)

とおける ( 後での便宜上, 1/r と虚数単位 i を取り出した )。ここで

`′ =

 j − 1/2 , ` = j + 1/2 のとき

j + 1/2 , ` = j − 1/2 のとき
あるいは `′ =

 `− 1 , j = `− 1/2 のとき

`+ 1 , j = `+ 1/2 のとき
(7.5)

である。なお, ` = 0 の場合は j = `− 1/2 の状態はない。任意の F (r), G(r) に対して ψ(x) は J2,

Jz, P の同時固有関数である。ϕu と ϕd の各々は L2 の固有関数であるが, ϕu と ϕd の ` は異な

るから, ψ(x) は L2 の固有関数ではない。非相対論の場合, 中心力のハミルトニアン H は L と交

換するが, 相対論では中心力の場合でも H は L と交換しない。後は H の固有関数になるように

F (r), G(r) を決める。
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動径方向の微分方程式

ディラック表示では

H = − iα·∇+ βm+ V (r) =

(
m+ V (r) − iσ ·∇
− iσ ·∇ −m+ V (r)

)

であるから Hψ = E ψ は (
m+ V (r)− E

)
ϕu − iσ ·∇ϕd = 0 (7.6)

− iσ ·∇ϕu −
(
m− V (r) + E

)
ϕd = 0 (7.7)

になる。

σ ·xσ ·∇ = x·∇+ iσ ·(x×∇) = r
∂

∂r
− σ ·L =

∂

∂r
r +K , K = − 1− σ ·L (7.8)

K を全角運動量 j = L+ σ/2 で表すと

j2 = L2 +
σ2

4
+ σ ·L = L2 +

3

4
+ σ ·L , ∴ K = L2 − j2 − 1

4

になる。σ ·xσ ·x = r2 を使うと

σ ·∇ϕu(x) =
σ ·x
r2

σ ·xσ ·∇ϕu(x) =
σ ·x
r2

(
∂

∂r
r +K

)
ϕu(x)

である。

ϕu(x) =
F (r)

r
Y`jm3

(θ, φ)

とおくと

σ ·∇ϕu(x) =
σ ·x
r2

(
dF

dr
Y`jm3 +

F

r
KY`jm3

)
になる。ところで

KY`jm3 =

(
L2 − j2 − 1

4

)
Y`jm3 = κY`jm3

ただし

κ = `(`+ 1)− j(j + 1)− 1

4
=

 − (`+ 1) , j = `+ 1
2 のとき

` , j = `− 1
2 のとき

= (−1)j+`+1/2

(
j +

1

2

)
(7.9)

であるから

σ ·∇ϕu(x) =
1

r

(
dF

dr
+
κ

r
F (r)

)
σ ·x
r

Y`jm3

になる。これを (7.7)に代入すると

− i

r

(
dF

dr
+
κ

r
F (r)

)
σ ·x
r

Y`jm3 −
(
m− V (r) + E

)
ϕd = 0

σ ·xY`jm3/r は r に依存しないから

ϕd(x) = − iG(r)

r

σ ·x
r

Y`jm3
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とおける。これから
dF

dr
+
κ

r
F (r)−

(
m− V (r) + E

)
G(r) = 0

である。次に, (7.6)を F (r), G(r) で表すと(
m+ V (r)− E

)F (r)
r

Y`jm3 − σ ·∇σ ·xG(r)
r2

Y`jm3 = 0

である。

σ ·∇σ ·x = ∇·x+ iσ ·(∇×x) = 3 + r
∂

∂r
+ σ ·L =

∂

∂r
r + 1−K (7.10)

より

σ ·∇σ ·xG(r)
r2

Y`jm3 =

(
d

dr

G

r
+

1− κ

r2
G

)
Y`jm3 =

1

r

(
dG

dr
− κ

r
G

)
Y`jm3

になるから
dG

dr
− κ

r
G(r)−

(
m+ V (r)− E

)
F (r) = 0

である。まとめると, 中心力の場合

ψ(x) =


F (r)

r
Y`jm3

(θ, φ)

− i
G(r)

r

σ ·x
r

Y`jm3(θ, φ)

 (7.11)

とおけ, ディラック方程式は

dF

dr
= − κ

r
F (r) +

(
m+ E − V (r)

)
G(r) (7.12)

dG

dr
= +

κ

r
G(r) +

(
m− E + V (r)

)
F (r) (7.13)

になる。これから F (r) と G(r) は実関数にできる。

−σ ·xK −Kσ ·x = 2σ ·x+ σ ·xσ ·L+ σ ·Lσ ·x = 2σ ·x+ iσ ·
(
x×L+L×x

)
ただし x·L = L·x = 0 である。ところで(

x×L+L×x
)
k
= εkijxi(x×p)j + εkji(x×p)jxi

= εkijεmnj

(
xixmpn − xmpnxi

)
= i εkijεmijxm = i (δkmδii − δkiδim)xm = 2i xk

したがって

σ ·xK +Kσ ·x = 0 , ∴ K
σ ·x
r

Y`jm3 = −κ
σ ·x
r

Y`jm3

一方

KY`′jm3 = κ′Y`′jm3 , κ′ = (−1)j+`′+1/2

(
j +

1

2

)
= − (−1)j+`+1/2

(
j +

1

2

)
= −κ

であるから N`j を定数として

σ ·x
r

Y`jm3
= N`jY`′jm3

, |N`j | = 1

とおける。Y`jm3 の具体形を使うと N`j = − 1 を示せる。したがって, (7.11)は (7.4)と同じである。
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非相対論との比較

E = m+ ε とすると (7.12)より

G(r) =
1

2m+ ε− V (r)

(
d

dr
+
κ

r

)
F (r)

これを (7.13)に代入すると(
d

dr
− κ

r

)
1

2m+ ε− V (r)

(
d

dr
+
κ

r

)
F (r) =

(
−ε+ V (r)

)
F (r)

2m� |ε− V (r)| の場合

1

2m

(
d

dr
− κ

r

)(
d

dr
+
κ

r

)
F (r) ≈

(
−ε+ V (r)

)
F (r)

になる。 (
d

dr
− κ

r

)(
d

dr
+
κ

r

)
F (r) =

(
d2

dr2
− κ(κ+ 1)

r2

)
F (r)

であるから (
− 1

2m

d2

dr2
+
κ(κ+ 1)

2mr2
+ V (r)

)
F (r) ≈ εF (r)

j = `± 1/2 のどちらにしても κ(κ+ 1) = `(`+ 1) になるから(
− 1

2m

d2

dr2
+
`(`+ 1)

2mr2
+ V (r)

)
F (r) ≈ εF (r)

になり, 動径方向のシュレディンガー方程式を再現する。シュレディンガー方程式では固有値は `に

だけ依存し j には依存しない。V (r) はスピンに依存しないから, 非相対論的固有値は j に依存し

ないことになる。一方, (7.12), (7.13) は κ に依存するから, j = `+ 1/2 と j = `− 1/2 の相対論的

固有値は一般には異なる。

問 7.1 次元解析により (7.12)と (7.13)を ~ , c を明示した式にせよ。

問 7.2 波動関数の規格化 (7.11)より∫
d3xψ†(x)ψ(x) =

∫ ∞

0

dr
(
F 2(r) +G2(r)

)
を示せ。

7.2 自由球面波

V (r) = 0 の場合を考えよう。(7.12)から

G(r) =
1

E +m

(
dF

dr
+
κ

r
F (r)

)
これを (7.13)に代入すると (

d2

dr2
− κ(κ+ 1)

r2
+ E2 −m2

)
F (r) = 0

になる。(7.9)より κ(κ+ 1) = `(`+ 1) である。q =
√
E2 −m2 とおくと(

d2

dr2
− `(`+ 1)

r2
+ q2

)
F (r) = 0
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この微分方程式の一般解は球ベッセル関数 rj`(qr) と球ノイマン関数 rn`(qr) の線型結合で表せる

が, 原点で正則は解は

F (r) = Nrj`(qr) , N =規格化定数

である。

G =
1

E +m

(
dF

dr
+
κ

r
F

)
=

N

E +m

(
(κ+ 1) j`(qr) + qr j′`(qr)

)
, j′`(x) =

dj`
dx

j = `− 1/2 のとき (7.5), (7.9)より `′ = `− 1, κ = ` である。j` の漸化式

j`−1(ρ) = j′`(ρ) +
`+ 1

ρ
j`(ρ)

を使うと

G =
Nq

E +m
rj`−1(qr) =

Nq

E +m
rj`′(qr)

j = `+ 1/2 の場合 `′ = `+ 1, κ = − `− 1 及び

j`+1(ρ) = − j′`(ρ) +
`

ρ
j`(ρ)

から

G = − Nq

E +m
rj`′(qr)

角運動量とパリティの固有関数である自由粒子の波動関数は j = `∓ 1/2 のとき

ψ(x) =


F (r)

r
Y`jm3

iG(r)

r
Y`′jm3

 = N

 j`(qr)Y`jm3

± i q

E +m
j`′(qr)Y`′jm3


になる。

複素数 z が |z| → ∞ のとき

j`(z) →
sin (z − `π/2)

z

である。E2 < m2 のとき q は純虚数になるから j`(qr)は r → ∞で発散する。したがって E2 ≥ m2

でなければならない。

E ≥ m の場合 E =
√
m2 + q2 である。m� q の非相対論的極限では

q

E +m
=

q

2m

(
1− q2

4m2
+ · · ·

)
になるから

ψ(x) ≈ N

 j`(qr)Y`jm3

± i q

2m
j`′(qr)Y`′jm3

 ≈ N

(
j`(qr)Y`jm3

0

)

2成分スピノールの自由球面波を再現する。

問 7.3 負のエネルギー解 E ≤ −m の場合, q � m では ψ(x) は下 2成分だけになることを示せ。
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7.3 クーロン・ポテンシャル

原点に Ze の点電荷があるとき, 中心力ポテンシャルは

V (r) = − Ze2

4πr
= − Zα

r
, α =

e2

4π
=微細構造定数 ≈ 1

137

であるから (7.12), (7.13)は

dF

dr
= − κ

r
F +

(
m+ E +

Zα

r

)
G ,

dG

dr
=
κ

r
G+

(
m− E − Zα

r

)
F

になる。r → ∞ では
dF

dr
=
(
m+ E

)
G ,

dG

dr
=
(
m− E

)
F

であるから
d2F

dr2
= (m+ E)

dG

dr
= (m2 − E2)F

これから m2 − E2 > 0 のとき

F (r) , G(r) → e−
√
m2−E2 r , r → ∞

という解が存在し束縛状態になる。一方, r → 0 では

dF

dr
+
κ

r
F − Zα

r
G = 0 ,

dG

dr
− κ

r
G+

Zα

r
F = 0

F = cf r
λ , G = cg r

λ , ( λ > 0 ) とすると

(λ− κ) cg + Zα cf = 0 , (λ+ κ) cf − Zα cg = 0 , ∴ λ =
√
κ2 − (Zα)2

Z < 137 ならば Zα ≈ Z/137 < 1 であり, κ は 0 でない整数であるから λ は実数である。一方

Z > 137 の場合 λ が純虚数になる κ が存在する。このとき λ = i|λ| であるから

rλ = ei|λ| log r = cos(|λ| log r) + i sin(|λ| log r)

波動関数は r → 0 で振動し 1つの値に収束しないから, λ が純虚数になる κ に対しては束縛状態は

存在しない。引力が強すぎて束縛状態が存在しないことは, ポテンシャルの深さが − 2m を超える

井戸型ポテンシャルでも起きた。以下では Z < 137 とする。

以上の漸近形を考慮して方程式を書き直す。束縛状態のみを考えることにして

ρ = 2
√
m2 − E2 r

とすると
dG

dρ
− κ

ρ
G−

(
ν

2
− Zα

ρ

)
F = 0 ,

dF

dρ
+
κ

ρ
F −

(
1

2ν
+
Zα

ρ

)
G = 0

ただし

ν =
m− E√
m2 − E2

=

√
m− E

m+ E

漸近形を取り出して

F = ρλ e−ρ/2 f , G =

√
m− E

m+ E
ρλ e−ρ/2 g

とすると

ρ
dg

dρ
+
(
λ− κ− ρ

2

)
g +

(
Zα

ν
− ρ

2

)
f = 0 , ρ

df

dρ
+
(
λ+ κ− ρ

2

)
f −

(
Zαν +

ρ

2

)
g = 0
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である。両者の和と差から f1 = f + g 及び f2 = f − g は

ρ
df1
dρ

+ (λ+ ν1 − ρ) f1 + (κ+ ν2) f2 = 0 , ρ
df2
dρ

+ (λ− ν1) f2 + (κ− ν2) f1 = 0 (7.14)

を満たす。ただし

ν1 =
Zα

2

(
1

ν
− ν

)
=

ZαE√
m2 − E2

, ν2 =
Zα

2

(
1

ν
+ ν

)
=

Zαm√
m2 − E2

(7.14)の第 2式より

f1 =
1

ν2 − κ

(
ρ
df2
dρ

+ (λ− ν1) f2

)
である。これを (7.14)の第 1式に代入すると

ρ
d2f2
dρ2

+
(
2λ+ 1− ρ

)df2
dρ

−
(
λ− ν1 −

λ2 − κ2 + ν22 − ν21
ρ

)
f2 = 0

であるが, ν22 − ν21 = (Zα)2 , λ2 − κ2 = − (Zα)2 より最後の項は打ち消しあい

ρ
d2f2
dρ2

+
(
2λ+ 1− ρ

)df2
dρ

−
(
λ− ν1

)
f2 = 0

になる。同様に, (7.14)の第 1式を用いて f2 を f1 で表し (7.14)の第 2式に代入すると

ρ
d2f1
dρ2

+
(
2λ+ 1− ρ

)df1
dρ

−
(
λ− ν1 + 1

)
f1 = 0

これらは合流型超幾何微分方程式(
z
d2

dz2
+ (b− z)

d

dz
− a

)
w(z) = 0

であり, 原点で正則な解は合流型超幾何関数 M(a, b, z)

M(a, b, z) = 1 +
a

b
z +

a(a+ 1)

b(b+ 1)

z2

2!
+
a(a+ 1)(a+ 2)

b(b+ 1)(b+ 2)

z3

3!
+ · · ·

で与えられるから

f1(ρ) = C1M(λ− ν1 + 1, 2λ+ 1, ρ) , f2(ρ) = C2M(λ− ν1, 2λ+ 1, ρ)

になる。(7.14)で ρ = 0 とすると

(λ+ ν1)C1 + (κ+ ν2)C2 = 0 , ∴ C1 = − κ+ ν2
λ+ ν1

C2 (7.15)

である。M(a, b, z) は a = −n , ( n = 0, 1, 2, · · · ) のとき n次の多項式になるが, a 6= −n ならば

z → ∞ のときM(a, b, z) → ez で発散する。したがって r → ∞ で F , G→ 0 であるためには

λ− ν1 = λ− ZαE√
m2 − E2

= −nr , nr = 0, 1, 2, 3, · · ·

これを E について解くと

E = m
nr + λ√

(nr + λ)2 + (Zα)2
, λ =

√
κ2 − (Zα)2 (7.16)

になる。ただし, λ − ν1 = −nr = 0 の場合, f1(ρ) = C1M( 1, 2λ + 1, ρ) であるから C1 = 0 でなけ

ればならない。ν1 = λ のとき

ν2 =
√
(Zα)2 + ν21 =

√
(Zα)2 + λ2 = |κ| , ∴ C1 = − κ+ ν2

λ+ ν1
C2 = − κ+ |κ|

2λ
C2
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したがって, nr = 0 は κ < 0 のときだけ許される。

nr + λ が小さいほど E は小さくなるから, 基底状態は nr = 0 , κ = −1 であり

E = m
√
1− (Zα)2 = m

(
1− (Zα)2

2
− (Zα)4

8
− · · ·

)
になる。−m(Zα)2/2 は非相対論における基底状態の固有値である。一般に, 非相対論と比較する

ため

n = nr + |κ| = nr + j +
1

2
, δj = |κ| −

√
κ2 − (Zα)2 =

(Zα)2

2j + 1
+

(Zα)4

(2j + 1)3
+ · · · (7.17)

とする。Zα� 1 では

E = m

(
1 +

(Zα)2

(n− δj)2

)−1/2

= m

(
1− 1

2

(Zα)2

(n− δj)2
+

3

8

(Zα)4

(n− δj)4
+ · · ·

)

= m

(
1− 1

2

(Zα)2

n2

(
1 +

2δj
n

)
+

3

8

(Zα)4

n4
+ · · ·

)
= ENR − m(Zα)4

n4

(
n

2j + 1
− 3

8

)
+ · · · , ENR = m− m(Zα)2

2n2
(7.18)

(Zα)4以上の項を無視するとシュレディンガー方程式の結果 ENR になる。ENR は n だけに依存す

るから, j が異なっていても n が同じならば状態は縮退する。一方, 相対論的固有値 E は j にも依

存するからこの縮退は部分的に解ける。これを微細構造 ( fine structure )という。

下表は状態を n`j で表した一覧である。×を付けた状態は nr = 0, κ < 0 であり存在しない状態

である。非相対論では

n = nr + `+ 1 , nr = 0, 1, 2, · · ·

である。κ < 0 のとき |κ| = `+1 であるから (7.17)と同じ表現である。一方, κ > 0 のときは κ = `

であるから (7.17)の n は n = nr + ` になる。非相対論では n = ` の状態は存在しないから, κ > 0

の場合 nr = 0 の状態は許されないことになる。

n nr κ ` j

1 0 − 1 0 1/2 1S1/2

0 1 1 1/2 1P1/2 ×

2 1 − 1 0 1/2 2S1/2
}
縮退

1 1 1 1/2 2P1/2

0 − 2 1 3/2 2P3/2

0 2 2 3/2 2D3/2 ×

n nr κ ` j

3 2 − 1 0 1/2 3S1/2
}
縮退

2 1 1 1/2 3P1/2

1 − 2 1 3/2 3P3/2
}
縮退

1 2 2 3/2 3D3/2

0 − 3 2 5/2 3D5/2

0 3 3 5/2 3F5/2 ×

水素原子について, ディラック方程式の結果 (7.16)と実験値∗ を比較する。表は状態 i と f の間

のエネルギー差 ∆E = Ei − Ef である ( 単位は 10−5 eV , ENR は eV )。

∗ Phys. Rev. Lett. 26 (1971) 347, Phys. Rev. Lett. 72 (1993) 1172
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i f (7.16) 実験値 ENR

2S1/2 2P1/2 0.0000 0.4375 −3.401

2P3/2 2S1/2 4.5284 4.0989 −3.401

3S1/2 3P1/2 0.0000 0.1302 −1.512

3P3/2 3S1/2 1.3418 1.2139 −1.512

3D3/2 3P1/2 1.3418 1.3419 −1.512

3D5/2 3D3/2 0.4472 0.4458 −1.512

理論と実験の一致はよい。ただし, この一致も完全ではない。また, 2S1/2 と 2P1/2, 3S1/2 と 3P1/2,

3P3/2 と 3D3/2 は (7.16)では縮退するが, 実験的にはこの縮退は僅かに破れる ( Lamb shift )。電子

と陽子間のスピン・スピン相互作用及び場を量子化してディラック海の効果を考慮すると, 理論と

実験は驚くほどよく一致する。

基底状態 ( nr = 0 , κ = − 1 )の波動関数

F = ρλe−ρ/2 f1 + f2
2

, G =

√
m− E

m+ E
ρλe−ρ/2 f1 − f2

2

は E = m
√

1− (Zα)2 , nr = 0 のとき f1 = 0 , M(0, 2λ+ 1, ρ) = 1 であるから

F = Cρλe−ρ/2 , G = −C
1− λ

Zα
ρλe−ρ/2

になる。ただし

λ =
√
1− (Zα)2 , ρ = 2

√
m2 − E2 r = 2Zαmr =

2Z

aB
r

ここで aB = 1/(αm) はボーア半径である。したがって (7.11)より

ψ(x) =


F (r)

r
Y`jm3(θ, φ)

− i
G(r)

r

σ ·x
r

Y`jm3
(θ, φ)

 = C ′
(
Zr

aB

)λ−1

e−Zr/aB

 χ±

i
1− λ

Zα

σ ·x
r
χ±


になる。` = 0 , j = 1/2 であるから Y`jm3 はパウリスピノール χ± に比例する ( σzχ± = ±χ± )。

非相対論が成り立つ Zα� 1 では λ− 1 = − (Zα)2/2 ≈ 0 になるから

ψ(x) ≈ C ′e−Zr/aB

(
χ±

0

)

であり, 非相対論の波動関数を再現する。なお, − 1 < λ− 1 < 0 であるから ψ は規格化可能である

が原点で発散する。発散の影響が顕著になる距離は(
Zr

aB

)λ−1

& e , つまり
Zr

aB
. e1/(λ−1) ≈ e−2/(Zα)2 = 10−16300/Z2

であり, 原点の極々近傍である。この領域の波動関数を議論するためには, 原子核を点電荷として扱

うことはできない。したがって, 原点での波動関数の特異性は気にする必要はない。
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8 場の量子化

8.1 場の量子化

量子化の方法として,普通,正準量子化が行われる。最小作用の原理により運動方程式を与えるラ

グランジアン L から (一般化)座標 qi に対する運動量 pi = ∂L/∂q̇i を求め, qi と pi の間に交換関係

[ qi , qj ] = [ pi , pj ] = 0 , [ qi , pj ] = i δij , ( ~ = 1 )

を設定する。以下では, q として場 (時間と空間の関数)を考える。例えば, 場が φ(t,x) で与えられ

る場合, 空間を無限に小さい微小部分に分割し, 微小部分 (xi,xi + dx) における qi(t) = φ(t,xi)d
3x

を 1つの座標と見なす。したがって, 無限個の自由度からなる系を考えることになる。この座標の

時間変化は場が満たす運動方程式で定まり, qi に共役な運動量も通常の定義 ∂L/∂q̇i で決めること

ができる。L が

L =

∫
d3xL

で表せ, ラグランジアン密度 L は φ(x) = φ(t,x) 及び ∂µφ(x) の関数で与えられると仮定する。変

分原理から, 作用積分

I =

∫ t2

t1

dtL =

∫ t2

t1

dt

∫
d3xL

は φ を微小変化

φ(x) → φ(x) + ε(x) , ただし ε(t1,x) = ε(t2,x) = 0

させたとき

δI = 0

である。テイラー展開すれば

L(φ+ ε, ∂µ(φ+ ε)) = L(φ, ∂µφ) + ∂L
∂φ

ε+
∂L

∂(∂µφ)
∂µε

であるから

δI =

∫ t2

t1

dt

∫
d3x

(
∂L
∂φ

ε+
∂L

∂(∂µφ)
∂µε

)
=

∫ t2

t1

dt

∫
d3x ε

(
∂L
∂φ

− ∂µ
∂L

∂(∂µφ)

)
= 0

第 2項は部分積分した。したがって, オイラー・ラグランジュ方程式

∂µ
∂L

∂(∂µφ)
=
∂L
∂φ

を得る。これが φ(x) が満たす方程式になるように L を決める。この方程式がローレンツ共変であ
るためには L はロ－レンツ・スカラーでなければならない。
空間を無限に小さい微小部分に分割すれば

L =
∑
i

L(φi, ∂µφi) d3x , φi = φ(t,xi)

qi = φi d
3x に共役な運動量 pi は

pi =
∂L

∂q̇i
=
∂L
∂φ̇i

である。系のハミルトニアン H は

H =
∑
i

pi q̇i − L =
∑
i

pi φ̇i d
3x− L =

∫
d3xH , H = p(x) φ̇(x)− L
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量子化条件は

[ qi , pj ] = [φi , pj ] d
3x = i δij

dx → 0 のとき δij/d
3x→ δ(xi − xj) としてよいから

[φ(t,x) , φ(t,x′) ] = [ p(t,x) , p(t,x′) ] = 0 , [φ(t,x) , p(t,x′) ] = i δ(x− x′) (8.1)

ただし

p(x) =
∂L
∂φ̇(x)

である。これにより, 場 φ(x) は数ではなく演算子になる。以上が場の量子化のあらましである。

(8.1) はボーズ粒子に対する量子化条件であり, フェルミ粒子については交換関係ではなく反交換

関係

{φ(t,x) , φ(t,x′) } = { p(t,x) , p(t,x′) } = 0 , {φ(t,x) , p(t,x′)} = i δ(x− x′) (8.2)

にする必要がある。ここで

{A , B } ≡ AB +BA

である。

8.2 クライン・ゴルドン場の量子化

最初に, 最も簡単なスピン 0, 電荷 0, 質量 m0 の粒子が従う実数のスカラー場 φ(x) を考える。こ

の場はクライン・ゴルドン ( Klein-Gordon )方程式(
∂µ∂µ +m2

0

)
φ(x) = 0 (8.3)

を満たす。グランジアン密度 L として

L =
1

2

(
(∂µφ)(∂µφ)−m2

0φ
2
)
=

1

2

(
φ̇2 − (∇φ)

2 −m2
0φ

2
)

とすると
∂L

∂(∂µφ)
= ∂µφ ,

∂L
∂φ

= −m2
0φ

であるから, オイラー・ラグランジュ方程式は (8.3)を再現する。共役運動量 p(x) は

p(x) =
∂L
∂φ̇

= φ̇

になるから, 量子化条件は

[φ(t,x) , φ(t,x′) ] =
[
φ̇(t,x) , φ̇(t,x′)

]
= 0 ,

[
φ(t,x) , φ̇(t,x′)

]
= i δ(x− x′) (8.4)

であり, ハミルトニアン密度は

H = p φ̇− L =
1

2

(
φ̇2 + (∇φ)

2
+m2

0φ
2
)

で与えられる。

平面波 e−ip·x を (8.3)に代入すると(
∂µ∂µ +m2

0

)
e−ip·x =

(
− p2 +m2

0

)
e−ip·x
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であるから p0 = ±ωp , ωp =
√

p2 +m2
0 ならば e−ip·x は (8.3)の解になる。あるいは p0 = ωp > 0

として e± ip·x は (8.3)の解である。これを使うと, (8.3)の一般解は

φ(x) =

∫
d3p

(2π)3/2
1√
2ωp

(
cp e

−ip·x + c†p e
ip·x
)

(8.5)

φ̇(x) = i

∫
d3p

(2π)3/2

√
ωp

2

(
− cp e

−ip·x + c†p e
ip·x
)

(8.6)

と展開できる。ただし, 実スカラー場であるから量子化した場はエルミート演算子である。∫
d3x

(2π)3/2
e−iq·xφ(0,x) =

1√
2ωq

(
cq + c†−q

)
,

∫
d3x

(2π)3/2
e−iq·xφ̇(0,x) = i

√
ωq

2

(
− cq + c†−q

)
より

cq =

∫
d3x

(2π)3/2
e−iq·x√

2ωq

(
ωq φ(0,x) + i φ̇(0,x)

)
であるから[

cp , c
†
q

]
=

1

2
√
ωpωq

∫
d3x d3x′

(2π)3
e−ip·x+iq·x′

[
ωp φ(0,x) + i φ̇(0,x) , ωq φ(0,x

′)− i φ̇(0,x′)
]

=
ωp + ωq

2
√
ωpωq

∫
d3x d3x′

(2π)3
e−ip·x+iq·x′

δ(x− x′)

=
ωp + ωq

2
√
ωpωq

∫
d3x

(2π)3
e−i(p−q)·x = δ(p− q)

同様にして [
cp , c

†
q

]
= δ(p− q) , [ cp , cq ] =

[
c†p , c

†
q

]
= 0 (8.7)

を得る。

ハミルトニアン H を c , c† で表す。∫
d3x φ̇(x)2 = −

∫
d3p d3q

√
ωp ωq

2

∫
d3x

(2π)3

(
cp e

−ip·x − c†p e
ip·x
)(
cq e

−iq·x − c†q e
iq·x
)

=
1

2

∫
d3pωp

(
c†pcp + cpc

†
p − cpc−pe

−2iωpt − c†pc
†
−pe

2iωpt
)

∫
d3x (∇φ)

2
= −

∫
d3p d3q

p·q
2
√
ωp ωq

∫
d3x

(2π)3

(
cp e

−ip·x − c†p e
ip·x
)(
cq e

−iq·x − c†q e
iq·x
)

=
1

2

∫
d3p

p2

ωp

(
c†pcp + cpc

†
p + cpc−pe

−2iωpt + c†pc
†
−pe

2iωpt
)

∫
d3xφ2 =

∫
d3p d3q

1

2
√
ωp ωq

∫
d3x

(2π)3

(
cp e

−ip·x + c†p e
ip·x
)(
cq e

−iq·x + c†q e
iq·x
)

=
1

2

∫
d3p

1

ωp

(
c†pcp + cpc

†
p + cpc−pe

−2iωpt + c†pc
†
−pe

2iωpt
)

であるから

H =
1

2

∫
d3x

(
φ̇2 + (∇φ)

2
+m2

0φ
2
)
=

1

2

∫
d3pωp

(
c†pcp + cpc

†
p

)
=

∫
d3pωp

(
c†pcp +

1

2
δ(p− p)

)
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真空 | 0 〉 を
cp| 0 〉 = 0

で定義すると

H =

∫
d3pωp c

†
pcp + 〈 0 |H | 0 〉

である。H の真空期待値は発散するが, 真空からの変化が問題であるから, 〈 0 |H | 0 〉 をエネルギー
の基準にとれば

H =

∫
d3pωp c

†
pcp

である。H と c†p , cp の交換関係は

[H , c†p ] =

∫
d3p′ ωp′c†p′ [ cp′ , c†p ] = ωpc

†
p , [H , cp ] = −ωpcp (8.8)

であるから, 場 φ(t,x) と H の交換関係は (8.5)から

[H , φ(t,x) ] =

∫
d3p

(2π)3/2
1√
2ωp

(
−ωp cp e

−ip·x + ωp c
†
p e

ip·x
)
= − i φ̇(t,x)

になる。これはハイゼンベルグの運動方程式である。

状態 |α〉 を b 並進させた状態は

exp(−ib·P )|α〉

である。このとき P を運動量として定義する。状態 exp(−ib·P )|α〉 でのスカラー場 φ(t,x) の期待

値は, 元の状態 |α〉 での場 φ(t,x− b) の期待値と同じであるから

〈α | exp(ib·P )φ(t,x) exp(−ib·P ) |α 〉 = 〈α |φ(t,x− b) |α 〉

したがって

exp(ib·P )φ(t,x) exp(−ib·P ) = φ(t,x− b)

b が無限小の場合

i [ b·P , φ(t,x) ] = − b·∇φ(t,x)

つまり

[P , φ(t,x) ] = i∇φ(t,x) , 同様に [P , p(t,x) ] = i∇p(t,x)

これらは

P = −
∫
d3x p(x)∇φ(x)

とすれば満たす。P を c , c† で表すと

P =
1

2

∫
d3pp

(
2c†pcp + δ(p− p) + cpc−pe

−2iωpt + c†pc
†
−pe

2iωpt
)

p を −p に置き換えれば, 第 1項以外は 0 になることが示せるから

P =

∫
d3pp c†pcp

である。

系の状態 |α〉 を H と P の固有状態

H|α〉 = Eα|α〉 , P |α〉 = pα|α〉
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とする。(8.8)と同様にすると[
H , c†q

]
= ωq c

†
q , [H , cq ] = −ωq cq ,

[
P , c†q

]
= q c†q , [P , cq ] = − q cq

であるから

Hc†q|α〉 =
([
H , c†q

]
+ c†qH

)
|α〉 = (Eα + ωq) c

†
q|α〉 , P c†q|α〉 = (pα + q) c†q|α〉

Hcq|α〉 = (Eα − ωq) cq|α〉 , P cq|α〉 = (pα − q) cq|α〉

になる。c†q は系にエネルギー ωq =
√

q2 +m2
0 と運動量 q を加える。したがって, c†q は質量 m0 の

粒子を運動量 q の状態に生成する演算子と解釈できる。逆に, cq は運動量 q の状態にある粒子を

消滅させる演算子である。真空 | 0 〉 に対して

c†q| 0 〉

は粒子が 1つある状態になる。

プロパゲータ

時間順序積 ( time-ordered product ) T

T (φ(x)φ(x′)) ≡ θ(t− t′)φ(x)φ(x′) + θ(t′ − t)φ(x′)φ(x) (8.9)

で定義する。このとき

i∆F(x− x′) = 〈 0 |T(φ(x)φ(x′)) | 0 〉

= θ(t− t′)〈 0 |φ(x)φ(x′) | 0 〉+ θ(t′ − t)〈 0 |φ(x′)φ(x) | 0 〉 (8.10)

である ∆F(x− x′) をファイマン・プロパゲータという。場の量子論では重要な量である。

∆F(x− x′) の定義式に (8.5)を代入すると

〈 0 |φ(x)φ(x′) | 0 〉 =
∫
d3p d3p′

(2π)3
1

2
√
ωpωp′

〈 0 |
(
cp e

−ip·x + c†p e
ip·x
)(
cp′ e−ip′·x′

+ c†p′ e
ip′·x′

)
| 0 〉

=

∫
d3p d3p′

(2π)3
e−ip·x+ip′·x′

2
√
ωpωp′

〈 0 | cp c†p′ | 0 〉 =
∫

d3p

2(2π)3
e−p·(x−x′)

ωp

であるから

i∆F(x− x′) =

∫
d3p

2(2π)3
1

ωp

(
θ(t− t′) e−ip·(x−x′) + θ(t′ − t) e−ip·(x′−x)

)
つまり

i∆F(x) =

∫
d3p

2(2π)3
1

ωp

(
θ(t) e−ip·x + θ(−t) eip·x

)
(8.11)

になる。

−R R

iε

t > 0

−R Riε

t < 0
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ステップ関数の積分表現

θ(t) =

∫ ∞

−∞

dk

2πi

eikt

k − iε
, ε→ +0 (8.12)

を使う。t > 0 のとき, k の複素平面上で, −R ≤ k ≤ R である実軸上の経路と k = Reiϕ ( 0 ≤ ϕ ≤
π ) である上半面の半円からなる閉じた積分路 C+ を考える。1/(k − iε) はこの経路内の k = iε に

極をもつ。コーシーの定理から∫
C+

dk

2πi

eikt

k − iε
= eikt

∣∣
k=iε

= e−εt → 1 , ( ε→ +0 )

である。ところで k = Reiϕ のとき

|eikt| = |e−tR sinϕeitR cosϕ| = e−tR sinϕ

であるから t > 0 のとき sinϕ > 0 ならば eikt → 0 , ( R → ∞ )である。したがって, 上半面の半円

の寄与は R→ ∞ で 0 になるから t > 0 のとき∫ ∞

−∞

dk

2πi

eikt

k − iε
= 1

である。t < 0の場合は実軸上の経路に下半面の半円を加えた経路 C− を考える。このとき極 k = iε

は C− 内にはないから ∫
C−

dk

2πi

eikt

k − iε
= 0

である。また, |eikt| は t < 0 のとき sinϕ < 0 ならば R→ ∞ で 0 になるから, t < 0 のとき∫ ∞

−∞

dk

2πi

eikt

k − iε
= 0

である。したがって (8.12)が成り立つ。

(8.12)を使うと (8.11)は

∆F(x) = −1

2

∫
d3p dk

(2π)4
1

ωp (k − iε)

(
exp (−i(ωp − k)t+ ip · x) + exp (i(ωp − k)t− ip · x)

)
第 1項では q0 = ωp − k , q = p , 第 2項では q0 = −ωp + k , q = −p として, k , p の積分を q0 , q

の積分に置き換えると

∆F(x) = −1

2

∫
d4q

(2π)4
1

ωq

(
1

ωq − q0 − iε
+

1

ωq + q0 − iε

)
e−iq·x =

∫
d4q

(2π)4
e−iq·x

(q0)2 − (ωq − iε)
2

分母は

(q0)2 − (ωq − iε)
2
= (q0)2 − q2 −m2

0 + i 2ωqε = q2 −m2
0 + i 2ωqε , q2 = qµqµ = (q0)2 − q2

であるが, 2ωq > 0 であるから 2ωqε は ε に置き換えてよい。結局

∆F(x) =

∫
d4q

(2π)4
∆F(q) e

−iq·x , ∆F(q) =
1

q2 −m2
0 + iε

(8.13)

になる。ここで q0 は独立な変数であり q0 = ωq ではない。

∆F の定義式 (8.10)及び

∂

∂t
θ(t− t′) = δ(t− t′) ,

∂

∂t
θ(t′ − t) = − δ(t− t′)
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より

i
∂

∂t
∆F(x− x′) = δ(t− t′)〈 0 | [φ(t,x) , φ(t,x′) ] | 0 〉+ 〈 0 |T (φ̇(x)φ(x′)) | 0 〉

(8.4)から第 1項は 0 になる。更に微分すると

i
∂2

∂t2
∆F(x− x′) = δ(t− t′)〈 0 | [ φ̇(t,x) , φ(t,x′) ] | 0 〉+ 〈 0 |T (φ̈(x)φ(x′)) | 0 〉

= − iδ(t− t′)δ(x− x′) + 〈 0 |T (φ̈(x)φ(x′)) | 0 〉

である。したがって(
2+m2

0

)
∆F(x− x′) = − δ4(x− x′)− i〈 0 |T(

(
2+m2

0

)
φ(x)φ(x′)) | 0 〉

= − δ4(x− x′) (8.14)

になる。∆F(x− x′) はクライン・ゴルドン方程式のグリーン関数である。あるいは (8.13)を使えば

(
2+m2

0

)
∆F(x− x′) =

∫
d4q

(2π)4
m2

0 − q2

q2 −m2
0 + iε

e−iq·(x−x′)

一般に
1

x+ iε
= P

1

x
− iπδ(x) , xP

1

x
= 1 , x δ(x) = 0

であるから (
2+m2

0

)
∆F(x− x′) = −

∫
d4q

(2π)4
e−iq·(x−x′) = − δ4(x− x′)

8.3 ディラック場の量子化

グランジアン密度 L として
L = ψ(x)

(
i/∂ −m

)
ψ(x)

を考える。ψ は 4成分であるから独立な 4つの場 ψα(x) からなる。また, ψα(x) は複素数であるか

ら, 変分を行うとき実部と虚部をそれぞれ独立に変分が行えるが, この代わりに, ψ† あるいは ψ と

ψ を独立に変分を行う。ψ に関する微分は

∂L
∂ψα

=
(
(i/∂ −m)ψ(x)

)
α
,

∂L
∂(∂µψα)

= 0

であるから, オイラー・ラグランジュ方程式

∂µ
∂L

∂(∂µψα)
=

∂L
∂ψα

はディラック方程式 (
i/∂ −m

)
ψ(x) = 0

になる。一方, ψ に関する微分は

∂L
∂ψα

= −mψα ,
∂L

∂(∂µψα)
= i
(
ψγµ

)
α

であるから

∂µ
∂L

∂(∂µψα)
− ∂L
∂ψα

=
(
i∂µψγµ +mψ

)
α
= 0
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これの複素共役をとれば

γ0
(
i/∂ −m

)
ψ(x) = 0

になり, やはりディラック方程式を得る。ψα に対する共役運動量は

pα =
∂L
∂ψ̇α

= i
(
ψγ0

)
α
= iψ†

α

であるから, 量子化条件は

{ψ†
α(t,x) , ψβ(t,x

′)} = δαβ δ(x− x′) , {ψα(t,x) , ψβ(t,x
′)} = 0 (8.15)

である。本来 ψ(x)は量子力学の波動関数であり数値である。これを古典力学的な場と考え, 再度量

子化して演算子に置き換えた。このため, 場の量子化を第 2量子化 ( second quantization )ともい

う。場を量子化することにより, ディラック海の効果や粒子の生成・消滅を含む過程を首尾一貫した

方法で扱える。

クライン・ゴルドンの場合と同様に, ψ(x) をディラック方程式の解で展開する。波束のところで

扱ったように

ψ(x) =
∑
s

∫
d3p

(2π)3/2

√
m

Ep

(
a(p, s)u(p, s)e−ip·x + c(p, s) v(p, s)eip·x

)
とできる。ただし p0 = Ep =

√
p2 +m2 であり, 係数 a(p, s), c(p, s) は演算子である。元々 ψ(x)

は複素数であるから量子化した ψ(x) はエルミート演算子ではない。(5.32), (5.33)より

a(p, s) =

√
m

Ep

∫
d3x

(2π)3/2
eip·xu†(p, s)ψ(x)

c(p, s) =

√
m

Ep

∫
d3x

(2π)3/2
e−ip·xv†(p, s)ψ(x)

であるから, (8.15)の反交換関係を a, a†, c, c† の反交換関係に書き直せる。t = t′ とすると

{
a(p, s) , a†(p′, s′)

}
=

m√
EpEp′

∫
d3x d3x′

(2π)3
e−ip·x+ip′·x′

ei(p0−p′
0)t

∑
αβ

u†α(p, s)uβ(p
′, s′)

{
ψα(t,x) , ψ

†
β(t,x

′)
}

=
m√
EpEp′

u†(p, s)u(p′, s′) ei(p0−p′
0)t

∫
d3x

(2π)3
e−i(p−p′)·x

=
m

Ep
u†(p, s)u(p, s′) δ(p− p′)

(5.14)より {
a(p, s) , a†(p′, s′)

}
= δss′δ(p− p′)

である。同様にして {
c(p, s) , c†(p′, s′)

}
= δss′δ(p− p′)

他の反交換関係は全て 0 , 例えば {
a†(p, s) , a†(p′, s′)

}
= 0

になる。特に,
(
a†(p, s)

)2
= 0 であるから, 1つの状態を 2粒子が占めることはできない。反交換関

係を設定するとパウリの排他律を自動的に満たす。



8 場の量子化 79

ハミルトニアン密度 H は

H = p ψ̇ − L = iψ†∂0ψ − ψ†γ0
(
iγ0∂0 + iγ ·∇−m

)
ψ = ψ

(
−iγ ·∇+m

)
ψ

であるからハミルトニアン H は

H =

∫
d3xψ(x)

(
−iγ ·∇+m

)
ψ(x) =

∫
d3xψ†(x)

(
−iα·∇+mγ0

)
ψ(x)

場を量子化する前のハミルトニアン −iα·∇+mγ0 の期待値において, 波動関数を量子化した場で

置き換えたことになる。H を a , c で表すと(
−iγ ·∇+m

)
ψ(x) =

∑
s

∫
d3p

(2π)3/2

√
m

Ep

(
a(p, s) e−ip·x (γ ·p+m)u(p, s)

+ c(p, s) eip·x (−γ ·p+m) v(p, s)
)

(5.11)より

(γ ·p+m)u(p, s) = Epγ
0u(p, s) , (−γ ·p+m) v(p, s) = −Epγ

0v(p, s)

であるから(
−iγ ·∇+m

)
ψ(x) =

∑
s

∫
d3p

(2π)3/2

√
mEpγ

0
(
a(p, s) e−ip·xu(p, s)− c(p, s) eip·xv(p, s)

)
したがって

H = m
∑
ss′

∫
d3p d3p′

√
Ep

Ep′

∫
d3x

(2π)3

(
a†(p′, s′)u†(p′, s′)eip

′·x + c†(p′, s′) v†(p′, s′)e−ip′·x
)

(
a(p, s)u(p, s) e−ip·x − c(p, s) v(p, s) eip·x

)
= m

∑
ss′

∫
d3p

(
u†(p, s′)u(p, s) a†(p, s′)a(p, s) + v†(−p, s′)u(p, s) c†(−p, s′)a(p, s) e−2ip0t

−u†(−p, s′)v(p, s) a†(−p, s′)c(p, s) e2ip
0t − v†(p, s′)v(p, s) c†(p, s′)c(p, s)

)
u, v の直交性 (5.14)より

H =
∑
s

∫
d3pEp

(
a†(p, s)a(p, s)− c†(p, s)c(p, s)

)
(8.16)

になる。

ここで真空 | 0 〉 を
a(p, s)| 0 〉 = 0 , c(p, s)| 0 〉 = 0

で定義すると

a†(p′, s′)a(p′, s′)a†(p, s) = a†(p′, s′)
(
δss′δ(p

′ − p)− a†(p, s)a(p′, s′)
)

であるから

Ha†(p, s)| 0 〉 = Ep a
†(p, s)| 0 〉

同様にして

Hc†(p, s)| 0 〉 = −Ep c
†(p, s)| 0 〉
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になる。a† , c† を粒子の生成演算子と解釈すると, a† は正エネルギー Ep の状態の粒子を生成する

が, c† は負ネルギー −Ep の状態に粒子を生成する。これは真空 | 0 〉 よりもエネルギーが低い。本
来, 真空は最低エネルギー状態であるべきである。空孔理論では真空は負エネルギー状態が全て占

有された状態である。これを生成・消滅演算子で表せば, 真空ではパウリの排他律のため負エネル

ギー状態に粒子を生成することはできないから

c†(p, s)| 0 〉 = 0

である。また, 負エネルギー状態の粒子が消滅すると空孔ができ, これを反粒子と解釈した。つま

り, c(p, s)| 0 〉 は反粒子の状態である。そこで

b†(p, s) = c(p, s)

とし, 真空を

a(p, s)| 0 〉 = 0 , b(p, s)| 0 〉 = 0 (8.17)

で定義する。a(p, s) が粒子の消滅演算子, b(p, s) が反粒子の消滅演算子である。場 ψ(x) は

ψ(x) =
∑
s

∫
d3p

(2π)3/2

√
m

Ep

(
a(p, s)u(p, s)e−ip·x + b†(p, s) v(p, s)eip·x

)
(8.18)

と展開され, 反交換関係は{
a(p, s) , a†(p′, s′)

}
=
{
b(p, s) , b†(p′, s′)

}
= δss′δ(p− p′) , 他の反交換関係 = 0 (8.19)

である。ハミルトニアンは (8.16)で c→ b† , c† → b の置き換えをすれば

H =
∑
s

∫
d3pEp

(
a†(p, s)a(p, s)− b(p, s)b†(p, s)

)
=
∑
s

∫
d3pEp

(
a†(p, s)a(p, s) + b†(p, s)b(p, s)

)
+ 〈 0 |H | 0 〉

ただし

〈 0 |H | 0 〉 =
∑
s

∫
d3pEp δ(p− p)

は真空のエネルギーである。

Ha†(p, s)| 0 〉 =
(
Ep + 〈 0 |H | 0 〉

)
a†(p, s)| 0 〉 , Hb†(p, s)| 0 〉 =

(
Ep + 〈 0 |H | 0 〉

)
b†(p, s)| 0 〉

であり, a† は正エネルギーの粒子を, b† は正エネルギーの反粒子を生成する。H の最低の固有値は

〈 0 |H | 0 〉 になり, 負エネルギー状態は出現しない。〈 0 |H | 0 〉 は発散するが, 物理的には真空から

のずれが問題であるから, 〈 0 |H | 0 〉 をエネルギーの基準にとれば

H =
∑
s

∫
d3pEp

(
a†(p, s)a(p, s) + b†(p, s)b(p, s)

)
である。

次に, 電荷について考えてみる。

∂µjµ = 0 , jµ(x) = ψ(x)γµψ(x)

は確率密度保存を表したが, 場を量子化した場合, これは電荷保存を表す。したがって, 全電荷の演

算子 Q は粒子の電荷を q とすると

Q = q

∫
d3xψ(x)γ0ψ(x)
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である。これを a, b で表すと

Q = q
∑
ss′

∫
d3p d3p′

m√
EpEp′

∫
d3x

(2π)3

(
a†(p, s)u†(p, s)eip·x + b(p, s) v†(p, s)e−ip·x

)
(
a(p′, s′)u(p′, s′)e−ip′·x + b†(p′, s′) v(p′, s′)eip

′·x
)

= q
∑
s

∫
d3p

(
a†(p, s)a(p, s) + b(p, s)b†(p, s)

)
= q

∑
s

∫
d3p

(
a†(p, s)a(p, s)− b†(p, s)b(p, s)

)
+ 〈 0 |Q | 0 〉

ただし

〈 0 |Q | 0 〉 = q
∑
s

∫
d3p δ(p− p)

は真空の全電荷である。H の場合と同様にこれを無視すると

Q = q
∑
s

∫
d3p

(
a†(p, s)a(p, s)− b†(p, s)b(p, s)

)
これから

Qa†(p, s)| 0 〉 = q a†(p, s)| 0 〉 , Q b†(p, s)| 0 〉 = − q b†(p, s)| 0 〉

反粒子の電荷は − q である。

(8.17)∼ (8.19)により負のエネルギー解に伴う問題は解決し, また, 空孔理論のような技巧的解釈

は必要なくなる。

プロパゲータ

ディラック場 ψ(x) の場合, 時間順序積を

T
(
ψα(x)ψβ(x

′)
)
≡ θ(t− t′)ψα(x)ψβ(x

′)− θ(t′ − t)ψβ(x
′)ψα(x) (8.20)

で定義する。ディラック場を入れ替えるときは符号を変える。4×4行列 SF を

i
(
SF(x− x′)

)
αβ

≡ 〈 0 |T
(
ψα(x)ψβ(x

′)
)
| 0 〉

で定義する。(8.17)と (8.18)より

i
(
SF(x− x′)

)
αβ

=
∑
ss′

∫
d3p d3p′

(2π)3
m√
EpEp′(

θ(t− t′)〈 0 | a(p, s) a†(p′, s′) | 0 〉uα(p, s)uβ(p′, s′) e−ip·x+ip′·x′

− θ(t′ − t)〈 0 | b(p′, s′) b†(p, s) | 0 〉 vα(p, s)vβ(p′, s′) eip·x−ip′·x′
)

t′ < t の場合, t′ で粒子が生成し t で消滅する。逆に, t < t′ のときは, t で反粒子が生成し t′ で消

滅する。反交換関係を使うと

〈 0 | a(p, s) a†(p′, s′) | 0 〉 = 〈 0 |
(
δss′δ(p− p′)− a†(p′, s′)a(p, s)

)
| 0 〉 = δss′δ(p− p′)
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であるから

i
(
SF(x− x′)

)
αβ

=
∑
s

∫
d3p

(2π)3
m

Ep

(
θ(t− t′)uα(p, s)uβ(p, s) e

−ip·(x−x′)

− θ(t′ − t) vα(p, s)vβ(p, s) e
ip·(x−x′)

)
=

∫
d3p

(2π)3
m

Ep

(
θ(t− t′)Λ+(p) e

ip·(x−x′) + θ(t′ − t)Λ−(p) e
ip·(x−x′)

)
αβ

ここで Λ±(p) は (5.16)で定義した射影演算子である。(5.17), (5.19)を代入すると

SF(x) = − i

∫
d3p

(2π)3

(
/p+m

2Ep
θ(t)e−ip·x − /p−m

2Ep
θ(−t)eip·x

)
になる。ステップ関数を積分表示 (8.12)で置き換えると

SF(x) = −
∫
d3p dk

(2π)4

(
Epγ

0 − p·γ +m

2Ep

exp (−i(Ep − k)t+ ip · x)
k − iε

− Epγ
0 − p·γ −m

2Ep

exp (i(Ep − k)t− ip · x)
k − iε

)
∆F の場合と同様に変数変換すると

SF(x) = −
∫

d4q

(2π)4
1

2Eq

(
Eqγ

0 − q ·γ +m

Eq − q0 − iε
− Eqγ

0 + q ·γ −m

Eq + q0 − iε

)
e−iq·x

= −
∫

d4q

(2π)4
q0γ0 − q ·γ +m

(Eq − q0 − iε) (Eq + q0 − iε)
e−iq·x

=

∫
d4q

(2π)4
SF(q) e

−iq·x , SF(q) =
/q +m

q2 −m2 + iε
(8.21)

になる。

• z を複素数とするとき (/q + z)(/q − z) = q2 − z2 であるから

/q + z

q2 − z2
=

1

/q − z

ここで右辺は 4×4行列 /q − z の逆行列である。z = m− iε とすれば

SF(q) =
/q +m

q2 −m2 + iε
=

1

/q −m+ iε
(8.22)

とも表せる。

• e−iq·x を xµ で微分すると i ∂µe
−iq·x = qµe

−iq·x であるから

SF(x) =

∫
d4q

(2π)4
i/∂ +m

q2 −m2 + iε
e−iq·x = (i/∂ +m)

∫
d4q

(2π)4
e−iq·x

q2 −m2 + iε
= (i/∂ +m)∆F(x)

ところで

(i/∂ −m) (i/∂ +m) = − /∂/∂ −m2 = −2−m2

これと (8.14)より

(i/∂ −m)SF(x) = −
(
2+m2

)
∆F(x) = δ4(x− x′)

になる。SF(x) はディラック方程式 (i/∂ −m)ψ = 0 のグリーン関数である。
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9 摂動論

9.1 相互作用表示と S行列

ハミルトニアン H が自由な部分 H0 と相互作用 V からなるとする。時刻 t での系の状態を | t 〉S
とすると

i
∂

∂t
| t 〉S = H | t 〉S , H = H0 + V

である。| t 〉S はシュレディンガー表示での状態である。ここで

| t 〉I ≡ eiH0t| t 〉S , VI(t) = eiH0tV e−iH0t

とすると

i
∂

∂t
| t 〉I = eiH0t

(
−H0 + i

∂

∂t

)
| t 〉S = eiH0tV | t 〉S = eiH0tV e−iH0t| t 〉I = VI(t)| t 〉I (9.1)

になる。| t 〉I を相互作用表示での状態という。シュレディンガー表示では, 演算子は時間に依存せ

ず状態が全ての時間依存性を担う。一方, 相互作用表示では, 演算子と状態の両方が時間に依存し,

演算子は H0 により, 状態は相互作用 VI により時間的に変化する。

V は幾つかの場 ϕi の積を空間積分したものである。シュレディンガー表示では ϕi は時間に依

存しないから ϕi(x) と書けば

V = V [ϕi(x)]

であるが, このとき

VI(t) = V [ϕi(t,x)] , ϕi(t,x) = eiH0tϕi(x)e
−iH0t (9.2)

になる。

i
∂

∂t
ϕi(t,x) = −H0 e

iH0tϕi(x)e
−iH0t + eiH0tϕi(x)e

−iH0tH0 = [ϕi(t,x) , H0 ] (9.3)

である。これはハミルトニアンが H0 で与えられるときのハイゼンベルグ運動方程式であるから,

ϕi(t,x) は自由場の演算子である。V [ϕi] は相互作用のラクランジアン密度 Lint で表すと

V [ϕi] = −
∫
d3xLint

である。Lint としては

g

4!
φ4(x) , g ψ(x)ψ(x)φ(x) , g ψ(x)γµψ(x)Aµ(x)

などが考えられる。ここで φ は中性スカラー場, ψ はディラック場, Aµ は電磁場である。

(9.1)の解を

| t 〉I = U(t, t0)| t0 〉I

とすると (9.1)は
∂

∂t
U(t, t0) = − i VI(t)U(t, t0) (9.4)

になる。| t 〉S = e−iH(t−t0)| t0 〉S より

| t 〉I = eiH0te−iH(t−t0)| t0 〉S = eiH0te−iH(t−t0)e−iH0t0 | t0 〉I

であるから

U(t, t0) = eiH0te−iH(t−t0)e−iH0t0 (9.5)
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になる。U(t, t0) の別表現を求める。(9.4)を積分すると ( U(t0, t0) = 1 )

U(t, t0) = 1 + (−i)
∫ t

t0

dt1 VI(t1)U(t1, t0)

= 1 + (−i)
∫ t

t0

dt1 VI(t1)

(
1 + (−i)

∫ t1

t0

dt2 VI(t2)U(t2, t0)

)

= 1 + (−i)
∫ t

t0

dt1 VI(t1) + (−i)2
∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 VI(t1)VI(t2)U(t2, t0)

この操作を無限に繰り返すと

U(t, t0) = 1 + (−i)
∫ t

t0

dt1 VI(t1) + (−i)2
∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 VI(t1)VI(t2)

+ (−i)3
∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2

∫ t2

t0

dt3 VI(t1)VI(t2)VI(t3) + · · ·

= 1 + (−i)
∫ t

t0

dt1 VI(t1) + (−i)2
∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2 θ(t1 − t2)VI(t1)VI(t2)

+ (−i)3
∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2

∫ t

t0

dt3 θ(t1 − t2) θ(t2 − t3)VI(t1)VI(t2)VI(t3) + · · · (9.6)

時間順序積 T を

T
(
VI(t1)VI(t2)

)
= θ(t1 − t2)VI(t1)VI(t2) + θ(t2 − t1)VI(t2)VI(t1)

T
(
VI(t1)VI(t2)VI(t3)

)
=

3∑
i,j,k=1
i 6=j 6=k

θ(ti − tj) θ(tj − tk)VI(ti)VI(tj)VI(tk)

で定義する ( n個の積の場合も同様 )。ϕ がディラック場のとき, 入れ替えで符号を変える必要があ

るが, VI には必ず ϕ と ϕ のペアで入るから, VI の入れ替えでは符号は変わらない。(9.6)を時間順

序積で表すと

U(t, t0) = 1 + (−i)
∫ t

t0

dt1 VI(t1) +
(−i)2

2!

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2 T
(
VI(t1)VI(t2)

)
+

(−i)3

3!

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2

∫ t

t0

dt3 T
(
VI(t1)VI(t2)VI(t3)

)
+ · · ·

=
∞∑

n=0

(−i)n

n!

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ t

t0

dtn T
(
VI(t1) · · ·VI(tn)

)
= Texp

(
− i

∫ t

t0

dt′ VI(t
′)

)
になる。

S行列

素粒子の反応を考える場合, t → −∞ での初期状態 | i 〉 と t → ∞ での終状態 | f 〉 では, 素粒子は

マクロな距離だけ離れているから相互作用は無視でき, 自由な状態にある。そこで, 相互作用が

VI(t) e
−ε|t| , ε→ +0

であると考える。t が有限のときは e−ε|t| = 1 であり何の変更もないが, t → ±∞ では e−ε|t| = 0

になり相互作用はなくなる。e−ε|t| を断熱因子という。以下では, 必要な場合以外は断熱因子を明示

しないが, 相互作用にはこの因子があるものとする。

H0| i 〉 = Ei | i 〉 , H0| f 〉 = Ef | f 〉
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とする。反応の前後でエネルギーは保存するから Ei = Ef である。

| t 〉S = e−iH0t| t 〉I = e−iH0tU(t, t0)| t0 〉I = e−iH0tU(t, t0) e
iH0t0 | t0 〉S

より, t0 → −∞ で | i 〉 であるとき t0 → ∞ で | f 〉 になる確率は

〈 f | e−iH0tU(∞,−∞) eiH0t0 | i 〉 = e−iE0(t−t0)〈 f |U(∞,−∞) | i 〉

であるから

|〈 f |S | i 〉|2

で与えられる。ただし

S = U(∞,−∞) = T exp

(
− i

∫ ∞

−∞
dt VI(t)

)
である。S を Dyson の S 行列という。VI を相互作用のラグラジアン密度 Lint で表すと

S = Texp

(
i

∫
d4xLint(x)

)
(9.7)

になる。Lint は ϕi(x) の関数であるが, (9.3)で示したように ϕi(x) は自由場の演算子である。

グリーン関数

自由なクライン・ゴルドン場とディラック場の場合, グリーン関数 ∆F, SF を求めた。ここでは, 相

互作用がある場合のグリーン関数について考える。

H の基底状態 ( 真空 )を太文字で表して |0 〉 とする。これは H0 の真空 | 0 〉 とは異なる。また,

(9.3)を満たす自由な場 ϕ(x) に対応して, 時間発展が H で記述される場を大文字で表して Φ とす

る。つまり

i
∂

∂t
Φ(x) = [Φ(x) , H ]

である。このとき

〈0 |T
(
Φ(x)Φ(x′)

)
|0 〉

を求める。ハイゼンベルグ方程式の解は

Φ(x) = eiHtΦ(0,x) e−iHt

であるが, t = 0 でシュレディンガー表示と一致するものとすると Φ(0,x) = ϕ(x) である。これと

(9.2)より

Φ(x) = eiHte−iH0tϕ(x)eiH0te−iHt

になるから

Φ(x)Φ(x′) = eiHte−iH0tϕ(x)eiH0te−iH(t−t′)e−iH0t
′
ϕ(x′)eiH0t

′
e−iHt′

である。(9.5)から

U(t, t′) = eiH0te−iH(t−t′)e−iH0t
′
, U(0, t) = eiHte−iH0t , U(t′, 0) = eiH0t

′
e−iHt′

したがって

Φ(x)Φ(x′) = U(0, t)ϕ(x)U(t, t′)ϕ(x′)U(t′, 0)

である。次に, |0 〉 と | 0 〉 の関係を求める。H0 の真空 | 0 〉 に断熱的に VI を作用させると H の真

空 |0 〉 になるから
|0 〉 = eiθ U(0,−∞) | 0 〉
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逆に, 断熱的に VI を消去すれば

| 0 〉 = eiθ
′
U(∞, 0) |0 〉 , つまり |0 〉 = e−iθ′

U−1(∞, 0)| 0 〉

(9.5)から分かるように U† = U−1 であるから

〈0 | = eiθ
′
〈 0 |U(∞, 0)

になる。したがって

1 = 〈0 |0 〉 = ei(θ+θ′)〈 0 |U(∞, 0)U(0,−∞) | 0 〉 = ei(θ+θ′)〈 0 |S | 0 〉

である。以上の結果から

〈0 |Φ(x)Φ(x′) |0 〉 = ei(θ+θ′)〈 0 |U(∞, 0)U(0, t)ϕ(x)U(t, t′)ϕ(x′)U(t′, 0)U(0,−∞) | 0 〉

=
1

〈 0 |S | 0 〉
〈 0 |U(∞, t)ϕ(x)U(t, t′)ϕ(x′)U(t′,−∞) | 0 〉

になる。分子の部分で VI の 1次は U(∞, t) , U(t, t′) , U(t′,−∞) からの寄与の和

(−i)
∫ ∞

t

dt1 VI(t1)ϕ(x)ϕ(x
′) + (−i)

∫ t

t′
dt1 ϕ(x)VI(t1)ϕ(x

′) + (−i)
∫ t′

−∞
dt1 ϕ(x)ϕ(x

′)VI(t1)

である。これは t > t′ のとき

(−i)
∫ ∞

−∞
dt1 T

(
ϕ(x)ϕ(x′)VI(t1)

)
に等しい。2次以上も同様になるから

〈0 |T
(
Φ(x)Φ(x′)

)
|0 〉

=
1

〈 0 |S | 0 〉

∞∑
n=0

(−i)n

n!

∫ ∞

−∞
dt1 · · ·

∫ ∞

−∞
dtn〈 0 |T

(
ϕ(x)ϕ(x′)VI(t1) · · ·VI(tn)

)
| 0 〉

=
1

〈 0 |S | 0 〉
〈 0 |T

(
ϕ(x)ϕ(x′)S

)
| 0 〉

になる。一般に

〈0 |T
(
Φ(x1) · · ·Φ(xn)

)
|0 〉 = 1

〈 0 |S | 0 〉
〈 0 |T

(
ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)S

)
| 0 〉 (9.8)

である。

(9.7), (9.8)において exp を展開すれば, 相互作用 Lint についての摂動展開になる。これは時間と

空間が同等に扱われ共変的な形式をしている。量子力学で用いられる摂動論では時間が特別扱いさ

れ, 共変的な形式ではない。これを場の理論に適用してもよいが, 非常に見通しの悪いものになる。

9.2 ウィックの定理

S 行列を求めるには

〈 f |T
(
Lint(x1) · · · Lint(xn)

)
| i 〉

を計算する必要がある。Lint(x) は自由場 ϕi(x) の積であるから

〈 f |T
(
ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn)

)
| i 〉
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が求まればよい。これを求めるときウィック ( Wick )の定理が見通しのよい方法を与える。

正規積 ( normal product )

場の積 ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn) で, すべての生成演算子がすべての消滅演算子の左にくるように並べ変え

た積を考える。このとき,ディラック場が最初の並びの奇置換の場合は − 1を乗ずるものとする。こ

れを正規積 ( normal product )といい

: ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn) :

で表す。自由場 ϕi(x) は生成演算子の部分 ϕ
(+)
i (x) と消滅演算子の部分 ϕ

(−)
i (x) の和で書ける。例

えば, スカラー場 φ(x) の場合

: φ(x1)φ(x2) : = :
(
φ(+)(x1) + φ(−)(x1)

)(
φ(+)(x2) + φ(−)(x2)

)
:

= φ(+)(x1)φ
(+)(x2) + φ(+)(x1)φ

(−)(x2)

+φ(+)(x2)φ
(−)(x1) + φ(−)(x1)φ

(−)(x2) (9.9)

ディラック場 ψ(x) の場合は

: ψα(x1)ψβ(x2) : = :
(
ψ(+)
α (x1) + ψ(−)

α (x1)
)(

ψ
(+)

β (x2) + ψ
(−)

β (x2)
)
:

= ψ(+)
α (x1)ψ

(+)

β (x2) + ψ(+)
α (x1)ψ

(−)

β (x2)

−ψ
(+)

β (x2)ψ
(−)
α (x1) + ψ(−)

α (x1)ψ
(−)

β (x2) (9.10)

である。第 3項は最初の並び ψ
(−)
α (x1)ψ

(+)

β (x2) とは逆になるから (奇置換) − の符合が付く。自由
場の真空 | 0 〉 は

ϕ
(−)
i (x)| 0 〉 = 0 , 〈 0 |ϕ(+)

i (x) = 0

であるから, 正規積の真空期待値は

〈 0 | : ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn) : | 0 〉 = 0

である。

交換関係 [φ(−)(x1) , φ
(+)(x2) ] は x1, x2 の関数になり演算子ではない。これを C(x1, x2) とする

と (9.9)より

φ(x1)φ(x2)− : φ(x1)φ(x2) : = [φ(−)(x1) , φ
(+)(x2) ] = C(x1, x2)

である。両辺の真空期待値をとると, 正規積の真空期待値は 0 であるから

〈 0 |φ(x1)φ(x2) | 0 〉 = C(x1, x2)

である。したがって

φ(x1)φ(x2) = : φ(x1)φ(x2) : + 〈 0 |φ(x1)φ(x2) | 0 〉

である。同様に

ψα(x1)ψβ(x2)− : ψα(x1)ψβ(x2) : = {ψ(−)
α (x1) , ψ

(+)

β (x2) } = 〈 0 |ψα(x1)ψβ(x2) | 0 〉

であり

ψα(x1)ψβ(x2) = : ψα(x1)ψβ(x2) : + 〈 0 |ψα(x1)ψβ(x2) | 0 〉
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になる。時間順序積は

T
(
φ(x1)φ(x2)

)
= θ(t1 − t2)φ(x1)φ(x2) + θ(t2 − t1)φ(x2)φ(x1)

= θ(t1 − t2)
(
: φ(x1)φ(x2) : + 〈 0 |φ(x1)φ(x2) | 0 〉

)
+ θ(t2 − t1)

(
: φ(x2)φ(x1) : + 〈 0 |φ(x2)φ(x1) | 0 〉

)
: φ(x1)φ(x2) : = : φ(x2)φ(x1) : であるから

T
(
φ(x1)φ(x2)

)
= : φ(x1)φ(x2) : + 〈 0 |T

(
φ(x1)φ(x2)

)
| 0 〉

= : φ(x1)φ(x2) : + i∆F(x1 − x2)

になる。

T
(
ψα(x1)ψβ(x2)

)
= θ(t1 − t2)ψα(x1)ψβ(x2)− θ(t2 − t1)ψβ(x2)ψα(x1)

= θ(t1 − t2) : ψα(x1)ψβ(x2) : − θ(t2 − t1) : ψβ(x2)ψα(x1) :

+ 〈 0 |T
(
ψα(x1)ψβ(x2)

)
| 0 〉

: ψα(x1)ψβ(x2) : = − : ψβ(x2)ψα(x1) : より

T
(
ψα(x1)ψβ(x2)

)
= : ψα(x1)ψβ(x2) : + 〈 0 |T

(
ψα(x1)ψβ(x2)

)
| 0 〉

= : ψα(x1)ψβ(x2) : + i (SF(x1 − x2))αβ

である。ϕi(xi) を単に ϕi と書くことにすると, 一般に

ϕ1ϕ2 = : ϕ1ϕ2 : +ϕ1ϕ2 , T(ϕ1ϕ2) = : ϕ1ϕ2 : +ϕ1ϕ2 (9.11)

ここで

ϕ1ϕ2 ≡ 〈 0 |ϕ1ϕ2 | 0 〉 , ϕ1ϕ2 ≡ 〈 0 |T(ϕ1ϕ2) | 0 〉

である。これらを縮約 ( contraction )という。(9.11)を一般化したものがウィックの定理である。

ウィックの定理

n個の積 ϕ1ϕ2 · · ·ϕn は可能な全ての縮約を含む正規積

ϕ1ϕ2 · · ·ϕn = : ϕ1ϕ2 · · ·ϕn : + : ϕ1ϕ2 · · ·ϕn : + : ϕ1ϕ2ϕ3 · · ·ϕn : + · · ·

+ : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 · · ·ϕn : + : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 · · ·ϕn : + · · ·

+ : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4ϕ5ϕ6 · · ·ϕn : + · · ·

T(ϕ1ϕ2 · · ·ϕn) = : ϕ1ϕ2 · · ·ϕn : + : ϕ1ϕ2 · · ·ϕn : + : ϕ1ϕ2ϕ3 · · ·ϕn : + · · ·

+ : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 · · ·ϕn : + : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 · · ·ϕn : + · · ·

+ : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4ϕ5ϕ6 · · ·ϕn : + · · ·
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に展開できる。ただし, 縮約を取り出すとき, 縮約する 2つの演算子の間に奇数個のディラック場が

ある場合には − の符号を付ける。例えば, ϕ がディラック場の場合

: ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 · · ·ϕn := − ϕ1ϕ3 : ϕ2ϕ4 · · ·ϕn := − ϕ1ϕ3 ϕ2ϕ4 : ϕ5 · · ·ϕn :

である。ウィックの定理の証明は場の理論の教科書を見よ。

ウィックの定理を使うとき, 最初から同一の正規積にある演算子の縮約は寄与しないので無視す

る。例えば

: ϕ1ϕ2 : : ϕ3ϕ4 : =
(
ϕ1ϕ2 − ϕ1ϕ2

)(
ϕ3ϕ4 − ϕ3ϕ4

)
では

ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 = : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 : + : ϕ1ϕ2 ϕ3ϕ4 : + : ϕ1ϕ2ϕ3 ϕ4 : + : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 : + : ϕ1 ϕ2ϕ3ϕ4 :

+ : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 : + : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 : + : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 : + : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 :

であるから

: ϕ1ϕ2 : : ϕ3ϕ4 : = : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 : +ϕ1ϕ2 ( : ϕ3ϕ4 : −ϕ3ϕ4)+ : ϕ1ϕ2ϕ3 ϕ4 : + : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 :

+ : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 : + : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 : +ϕ3ϕ4 ( : ϕ1ϕ2 : −ϕ1ϕ2)

+ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 +2ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4

になる。: ϕ1ϕ2 : −ϕ1ϕ2 = −ϕ1ϕ2 より

: ϕ1ϕ2 : : ϕ3ϕ4 : = : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 : + : ϕ1ϕ2ϕ3 ϕ4 : + : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 : + : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 :

+ : ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 : +ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4

である。同一の正規積にある演算子の縮約は寄与しない。
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10 具体例

相互作用が

Lint = g : ψ(x)ψ(x)φ(x) : (10.1)

の場合を考える。相互作用は真空期待値を差し引いて正規積にしてある。

10.1 散乱

初期状態が (p1, s1) , (p2, s2) である 2つのディラック粒子が (p′
1, s

′
1) , (p

′
2, s

′
2) に散乱される確率

を求める。

| i 〉 = a†(p1, s1) a
†(p2, s2)| 0 〉 , | f 〉 = a†(p′

2, s
′
2) a

†(p′
1, s

′
1)| 0 〉 (10.2)

のとき

Sfi = 〈 f |S | i 〉 = 〈 f | i 〉+ i

∫
d4x〈 f | Lint(x) | i 〉 −

1

2

∫
d4x d4x′〈 f |T(Lint(x)Lint(x

′)) | i 〉+ · · ·

| i 〉 , | f 〉 はスカラー粒子に関しては真空と同じであるから 〈 f |φ | i 〉 = 0 になり 1次は 0 である。2

次の項をWickの定理で展開する ( 簡単のため ψ = ψ(x) , ψ′ = ψ(x′) 等とする )。(8.18)から ψψ′

は (a+ b†)(a+ b†) の型であるから ψψ′ と ψ ψ ′ の縮約は 0 である。また

〈 f | : φφ′ : | i 〉 = 0

である。したがって

〈 f |T(Lint(x)Lint(x
′)) | i 〉 = g2〈 f |T

(
: ψψφ : : ψ ′ψ′φ′ :

)
| i 〉

= g2 φφ′ 〈 f |

(
: ψψψ ′ψ′ : + :ψψψ ′ψ′ : + : ψψψ ′ψ′ : +ψψψ ′ψ′

)
| i 〉

= g2 φφ′
(
〈 f | : ψψψ ′ψ′ : | i 〉+ ψαψ

′
β〈 f | : ψαψ

′
β : | i 〉

+ ψαψ
′
β〈 f | : ψαψ

′
β : | i 〉+ ψψψ ′ψ′〈 f | i 〉

)

になる。〈 f | : ψαψ
′
β : | i 〉 は

〈 0 | a(p′
1, s

′
1)a(p

′
2, s

′
2)a

†(p, s)a(p′, s′)a†(p1, s1)a
†(p2, s2) | 0 〉

になるから, 例えば (p′
1, s

′
1) = (p1, s1) のように初期状態の 1粒子状態と終状態の 1粒子状態の少な

くとも 1組が同じでなければ 0 になる。以下では, 初期状態の 1粒子状態と終状態の 1粒子状態は

全て異なるとする。この場合, 最初の項だけが残り

Sfi = − g2

2

∫
d4x d4x′ 〈 f | : ψ(x)ψ(x)ψ(x′)ψ(x′) : | i 〉φ(x)φ(x′)

ψ(−) は a , ψ(+) は b† からなる。(10.2)の状態には反粒子は存在しないから

〈 f | : ψ(x)ψ(x)ψ(x′)ψ(x′) : | i 〉 = 〈 f | : ψ (+)(x)ψ(−)(x)ψ (+)(x′)ψ(−)(x′) : | i 〉

= −
∑
αβ

〈 f |ψ(+)

α (x)ψ
(+)

β (x′)ψ(−)
α (x)ψ

(−)
β (x′) | i 〉
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(8.18)より

ψ(−)(x) =
∑
s

∫
d3p

(2π)3/2

√
m

Ep
a(p, s)u(p, s)e−ip·x , p0 = Ep

ψ
(+)

(x) =
∑
s

∫
d3p

(2π)3/2

√
m

Ep
a†(p, s)u(p, s)eip·x

であるから

〈 f |ψ(+)

α (x)ψ
(+)

β (x′)ψ(−)
α (x)ψ

(−)
β (x′) | i 〉

=
∑

s3···s6

∫
d3p3 · · · d3p6

(2π)6
exp(ip3 ·x+ ip4 ·x′ − ip5 ·x− ip6 ·x′)

m2

√
E3E4E5E6

uα(3)uβ(4)uα(5)uβ(6)〈 0 | a1′a2′a†3a
†
4a5a6a

†
1a

†
2 | 0 〉

ただし

uα(3) = uα(p3, s3) , a1 = a(p1, s1)

と略記する。

a5a6a
†
1a

†
2| 0 〉 = a5

(
δ16 − a†1a6

)
a†2| 0 〉 =

(
δ16 δ25 − δ26 δ15

)
| 0 〉 , δ12 ≡ δ(p1 − p2) δs1s2

同様に

〈 0 |a1′a2′a†3a
†
4 = 〈 0 |

(
δ2′3 δ1′4 − δ1′3 δ2′4

)
であるから∑

αβ

〈 f |ψ(+)

α (x)ψ
(+)

β (x′)ψ(−)
α (x)ψ

(−)
β (x′) | i 〉

=
1

(2π)6
m2

√
E1E2E1′E2′

[
u(1′)u(1)u(2′)u(2)

(
ei(p

′
1−p1)·x+i(p′

2−p2)·x′
+ (x↔ x′)

)
− u(2′)u(1)u(1′)u(2)

(
ei(p

′
2−p1)·x+i(p′

1−p2)·x′
+ (x↔ x′)

)]
したがって

Sfi = − i g2

(2π)6
m2

√
E1E2E1′E2′

∫
d4x d4x′

∫
d4q

(2π)4
∆F(q) e

−iq·(x−x′)(
u(1′)u(1)u(2′)u(2)ei(p

′
1−p1)·x+i(p′

2−p2)·x′
− u(2′)u(1)u(1′)u(2)ei(p

′
2−p1)·x+i(p′

1−p2)·x′
)

= − i g2

(2π)2
m2

√
E1E2E1′E2′

δ4(p1 + p2 − p′1 − p′2)Tfi

ただし

Tfi = u(1′)u(1)u(2′)u(2)∆F(p1 − p′1)− u(2′)u(1)u(1′)u(2)∆F(p1 − p′2) (10.3)

である。デルタ関数 δ4(p1 + p2 − p′1 − p′2) はエネルギー・運動量が保存することを表す。1′ と 2′ あ

るいは 1と 2を入れ換えると符号が変わる。フェルミ粒子の状態は粒子の交換に関して反対称でな

ければならないが, 上の結果はこの要請を自動的に満たしている。
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遷移確率を求めるには |Tfi|2 を計算する必要があるが, このとき終状態の粒子のスピンを観測せ

ず, また初期状態ではスピンが偏極していないならば, s1 と s2 については平均し s′1 と s′2 につい

ては足し合わせる。したがって

T ≡ 1

4

∑
s1···s′2

|Tfi|2

が求まればよい。ここで

f(1, 2) = u(1)u(2)

とおくと f∗(1, 2) = f(2, 1) であるから

T =
1

4

∑(
f(1′, 1)f(2′, 2)∆F(p1 − p′1)− f(2′, 1)f(1′, 2)∆F(p1 − p′2)

)
(
f(1, 1′)f(2, 2′)∆F(p1 − p′1)− f(1, 2′)f(2, 1′)∆F(p1 − p′2)

)
=

1

4

∑(
f(1′, 1)f(1, 1′)f(2′, 2)f(2, 2′)∆2

F(p1 − p′1)

− f(1′, 1)f(1, 2′)f(2′, 2)f(2, 1′)∆F(p1 − p′1)∆F(p1 − p′2) + ( 1′ ↔ 2′ )
)

なお, p2 = m2 , p′2 = m2 のとき

(p− p′)2 = 2m2 − 2p·p′ = 2m2 − 2EpEp′ + 2p·p′ ≤ 2
(
m2 − EpEp′ + |p||p′|

)
ところで (

m2 + |p||p′|
)2 − (EpEp′)

2
= −m2 (|p| − |p′|)2 ≤ 0

であるから (p− p′)2 ≤ 0 になり, ∆F(p− p′) の分母は (p− p′)2 −m2
0 < 0 であるから ε = 0 として

よい。スピンについての和は, 例えば∑
s1s′1

f(1′, 1)f(1, 1′) =
∑
αβ

∑
s1s′1

uα(p
′
1, s

′
1)uα(p1, s1)uβ(p1, s1)uβ(p

′
1, s

′
1)

=
∑
αβ

∑
s1s′1

uα(p1, s1)uβ(p1, s1)uβ(p
′
1, s

′
1)uα(p

′
1, s

′
1)

ここで (5.17)を使うと∑
s1s′1

f(1′, 1)f(1, 1′) =
∑
αβ

(Λ+(p1))αβ (Λ+(p
′
1))βα = Tr

(
Λ+(p1)Λ+(p

′
1)
)

=
1

4m2
Tr
(
(/p1 +m)

(
/p
′
1 +m

))
(3.25), (3.26)より ∑

s1s′1

f(1′, 1)f(1, 1′) =
p1 ·p′1 +m2

m2

になる。同様に∑
f(1′, 1)f(1, 2′)f(2′, 2)f(2, 1′) = Tr

(
Λ+(p1)Λ+(p

′
2)Λ+(p2)Λ+(p

′
1)
)

=
1

16m4
Tr
(
(/p1 +m)

(
/p
′
2 +m

)
(/p2 +m)

(
/p
′
1 +m

))
=

1

4m4

[
p1 ·p′1 p2 ·p′2 + p1 ·p′2 p2 ·p′1 − p1 ·p2 p′1 ·p′2

+m2
(
(p1 + p′2)·(p′1 + p2) + p1 ·p′2 + p′1 ·p2

)
+m4

]
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結果はかなり複雑なので重心系の場合

p1 = (Ep , p ) , p2 = (Ep , −p ) , p′1 = (Ep , p
′ ) , p′2 = (Ep , −p′ )

を考える。エネルギー・運動量保存から |p| = |p′| である。

p1 ·p2 = p′1 ·p′2 = E2
p + p2 , p1 ·p′2 = p′1 ·p2 = E2

p + p·p′ , p1 ·p′1 = p2 ·p′2 = E2
p − p·p′

であるから∑
f(1′, 1)f(1, 2′)f(2′, 2)f(2, 1′) =

1

4m4

((
p1 ·p′1 +m2

)2
+
(
p1 ·p′2 +m2

)2 − (p1 ·p2 −m2
)2)

したがって

T =
1

16m4

((
p1 ·p′1 +m2

p1 ·p′1 −m2 +m2
0/2

)2

+

(
p1 ·p′2 +m2

p1 ·p′2 −m2 +m2
0/2

)2

− 1

2

(
p1 ·p′1 +m2

)2
+
(
p1 ·p′2 +m2

)2 − (p1 ·p2 −m2
)2

(p1 ·p′1 −m2 +m2
0/2) (p1 ·p′2 −m2 +m2

0/2)

)

p と p′ のなす角を θ とすると p·p′ = p2 cos θ であるから T を散乱角 θ で表せる。

非相対論的近似では

Ep ≈ m, u(p, s) ≈

(
χs

0

)

∆F(p− p′) =
1

(Ep − Ep′)2 − (p− p′)2 −m2
0 + iε

≈ − 1

(p− p′)2 +m2
0

であるから (10.3)は

Sfi ≈
i g2

(2π)2
δ4(p1 + p2 − p′1 − p′2)

(
δs1s′1 δs2s′2

(p1 − p′
1)

2 +m2
0

− ( 1′ ↔ 2′ )

)
(10.4)

これと同等な結果になる 2粒子間に働く非相対論的ポテンシャル V (x1 − x2) を求める。S 行列は

V の 1次では VI(t) = eiH0tV e−H0t であるから

Sfi = − i

∫
dt 〈 f |VI(t) | i 〉 = − i

∫
dt ei(Ef−Ei)t〈 f |V | i 〉 = −2πi δ(Ef − Ei) 〈 f |V | i 〉

非相対論の場合, 反対称化した 2粒子状態は

| i 〉 = 1√
2

1

(2π)3
(
eip1·x1+ip2·x2χs1χs2 − ( p1 , s1 ↔ p2 , s2 )

)
| f 〉 = 1√

2

1

(2π)3

(
eip

′
1·x1+ip′

2·x2χs′1
χs′2

− ( p′
1 , s

′
1 ↔ p′

2 , s
′
2 )
)

である。2成分スピノールは最初の部分が粒子 1, 2番目が粒子 2の状態を表す。

〈 f |V | i 〉 =
∫
d3x1 d

3x2
(2π)6

V (x1 − x2)
(
eip1·x1+ip2·x2−ip′

1·x1−ip′
2·x2δs1s′1 δs2s′2 − ( 1′ ↔ 2′ )

)
x = x1 − x2 とおくと

〈 f |V | i 〉 = 1

(2π)3
δ(p1 + p2 − p′

1 − p′
2)

∫
d3xV (x)

(
ei(p1−p′

1)·x δs1s′1δs2s′2 − ( 1′ ↔ 2′ )
)
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であるから

Sfi = − i

(2π)2
δ4(p1 + p2 − p′1 − p′2)

∫
d3xV (x)

(
ei(p1−p′

1)·x δs1s′1δs2s′2 − ( 1′ ↔ 2′ )
)

(10.5)

になる。(10.4)と (10.5)を比較すると∫
d3xV (x) eip·x = − g2

p2 +m2
0

(10.6)

したがって, 湯川ポテンシャル

V (x) = − g2
∫

d3p

(2π)3
e−ip·x

p2 +m2
0

= − g2

4π

e−m0r

r

を得る。

10.2 プロパゲータ

スカラー粒子のプロパゲータ

iG(x, x′) =
1

〈 0 |S | 0 〉
〈 0 |T

(
φ(x)φ(x′)S

)
| 0 〉

を結合定数 g の 2次まで考慮して求める。

〈 0 |S | 0 〉 = 1 +
(−i)2

2

∫
d4x1 d

4x2〈 0 |T (Lint(x1)Lint(x2)) | 0 〉+ · · ·

= 1− g2

2

∑
12

∫
d4x1 d

4x2 〈 0 |T
(
: ψ1ψ1φ1 : : ψ2ψ2φ2 :

)
| 0 〉+ · · · (10.7)

Lint の真空期待値は 0 であるから 1次は寄与しない。和はスピノールの成分について行う。簡単の

ため ψa1(x1) などを ψ1 と書く。(10.7)の時間順序積をウィックの定理で展開したとき, 正規積の真

空期待値は 0 であるから, 縮約だけの項が残る。また, (8.18)から ψ1ψ2 は (a + b†)(a + b†) の型で

あるから ψ1ψ2 と ψ1ψ2 の縮約は 0 である。したがって, 同一の正規積内の縮約は寄与しないから

〈 0 |T
(
: ψ1ψ1φ1 : : ψ2ψ2φ2 :

)
| 0 〉 = ψ1ψ1ψ2ψ2 φ1φ2 (10.8)

である。次に

〈 0 |T
(
φ(x)φ(x′)S

)
| 0 〉 = 〈 0 |T(φ(x)φ(x′))| 0 〉 − i

∫
d4x1〈 0 |T (φ(x)φ(x′)Lint(x1))| 0 〉

+
(−i)2

2

∫
d4x1 d

4x2〈 0 |T(φ(x)φ(x′)Lint(x1)Lint(x2))| 0 〉+ · · ·

= φφ′ −g
2

2

∑
12

∫
d4x1 d

4x2 〈 0 |T
(
φφ′ : ψ1ψ1φ1 : : ψ2ψ2φ2 :

)
| 0 〉

ただし φ = φ(x), φ′ = φ(x′) である。正直に展開すると

〈 0 |T
(
φφ′ : ψ1ψ1φ1 : : ψ2ψ2φ2 :

)
| 0 〉 = φφ′ φ1φ2 ψ1ψ1ψ2ψ2 +φφ1 φ

′φ2 ψ1ψ1ψ2ψ2

+ φφ2 φ
′φ1 ψ1ψ1ψ2ψ2
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(10.8)及び ψ1ψ2 = − ψ2ψ1 を考慮すると

〈 0 |T
(
ψαψβ : ψ1ψ1φ1 : : ψ2ψ2φ2 :

)
| 0 〉 = φφ′ 〈 0 |T

(
: ψ1ψ1φ1 : : ψ2ψ2φ2 :

)
| 0 〉

−
(
φφ1 φ

′φ2 +φφ2 φ
′φ1

)
ψ1ψ2 ψ2ψ1

したがって

〈 0 |T
(
φ(x)φ(x′)S

)
| 0 〉 = φφ′〈 0 |S | 0 〉+ g2

∑
12

∫
d4x1 d

4x2 φφ1 φ
′φ2 ψ1ψ2 ψ2ψ1

これから g2 のオーダーまででは

iGαβ(x, x
′) = φφ′ +g2

∑
12

∫
d4x1 d

4x2 φφ1 φ
′φ2 ψ1ψ2 ψ2ψ1

になる。縮約を自由な場合のプロパゲータ SF , ∆F で表すと

G(x, x′) = ∆F(x, x
′)− i g2

∫
d4x1 d

4x2∆F(x, x1)Tr
(
SF(x1, x2)SF(x2, x1)

)
∆F(x2, x

′) (10.9)

である。

(10.9)はファイマン・ダイヤグラムで表すと見やすくなる。座標 x などに点 • を対応させる。こ
れを頂点 ( vertex )という。SF(x, x

′) には x′ と x を結ぶ矢印, ∆F(x, x
′) には x′ と x を結ぶ破線

を対応させると, (10.9)の右辺は図のようになる。量子化した場の効果で, 単独のスカラー粒子の伝

播は単なる自由粒子の伝播 (右辺第 1項)ではない。SF(x, x
′) は t > t′ のとき粒子の生成・消滅を,

t′ > t のとき反粒子の生成・消滅を表すから, SF(x1, x2)SF(x2, x1) は粒子・反粒子の対生成・対消

滅であり, ファイマン・ダイヤグラムではループになる。一方の矢印を粒子とすると, もう 1つの矢

印は逆向きであり反粒子を表す。空孔理論的に言えば, スカラー粒子との相互作用でディラック海

の負エネルギー粒子が正エネルギーに励起され, 励起した粒子が再び負エネルギー状態に戻る。こ

れを真空偏極 ( vacuum poralization )という。

x′ x x′
x2 x1

x

(8.13)と (8.21)から∫
d4x1 d

4x2∆F(x, x1)SF(x1, x2)SF(x2, x1)∆F(x2, x
′)

=

∫
d4p1 d

4p2 d
4p3 d

4p4
[(2π)4]4

∆F(p1)Tr
(
SF(p2)SF(p3)

)
∆F(p4)

×
∫
d4x1 d

4x2 e
−ip1·(x−x1)−ip2·(x1−x2)−ip3·(x2−x1)−ip4·(x2−x′)

=

∫
d4p1 d

4p2 d
4p3 d

4p4
[(2π)4]2

∆F(p1)Tr
(
SF(p2)SF(p3)

)
∆F(p4) e

−ip1·x+ip4·x′

δ4(p1 − p2 + p3) δ
4(p2 − p3 − p4)

=

∫
d4p d4q

[(2π)4]2
∆F(p)Tr

(
SF(p+ q)SF(q)

)
∆F(p) e

−ip·(x−x′)
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したがって

G(x, x′) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−x′)G(p)

とすると

G(p) = ∆F(p) +∆F(p)Σ(p)∆F(p) , Σ(p) = − ig2
∫

d4q

(2π)4
Tr
(
SF(p+ q)SF(q)

)
(10.10)

である。Σ(p) を自己エネルギー ( self–energy )という。

相互作用 Lint が与えられたとき, ここで行ったような計算を行わなくても, 可能なファイマン・ダ

イヤグラムを書き, 矢印に SF , 破線に ∆F , 相互作用の頂点に g , などを当てはめれば, 前の図から

(10.9)を書く下すことは機械的にできる。一般に, ファイマン・ダイヤグラムに対してどのような量

を対応させるかを与える規則をファイマン則 ( Feynman rule )という。(10.1)の場合, ファイマン

則は

• プロパゲータを表す矢印と破線にそれぞれ iSF , i∆F

• 相互作用の頂点に ig

• 頂点ではエネルギー・運動量は保存する。このとき独立なエネルギー・運動量 qµ については

積分
∫
d4q/(2π)4 を行う。

• ディラック粒子の閉じたループについては −1 を乗ずる。

になる。前の図は

iG(p) = i∆F(p) + i∆F(p) ig

∫
d4q

(2π)4
(−1)Tr

(
iSF(p+ q) iSF(q)

)
ig i∆F(p)

であるから (10.10)が直ちに求まる。このようにファイマン則は非常に便利である。

上図のようなダイヤグラムを無限次まで足し合わせれば

G(p) = ∆F(p)
(
1 +Σ(p)∆F(p) + (Σ(p)∆F(p))

2
+ · · ·

)
=

∆F(p)

1−Σ(p)∆F(p)
=

1

∆−1
F (p)−Σ(p)

=
1

p2 −m2
0 −Σ(p) + iε

(10.11)

になる。ここで (8.13)を使った。(8.21)を (10.10)に代入すると

Σ(p) = − ig2
∫

d4q

(2π)4

Tr
(
(/p+ /q +m)(/q +m)

)
((p+ q)2 −m2 + iε) (q2 −m2 + iε)

である。(3.26)より

Tr
(
(/p+ /q +m)(/q +m)

)
= 4

(
q ·(p+ q) +m2

)
であるから

Σ(p) = − 4ig2
∫

d4q

(2π)4
q ·(p+ q) +m2

((p+ q)2 −m2 + iε) (q2 −m2 + iε)

Feynmanの恒等式
1

XY
=

∫ 1

0

dα

(αX + (1− α)Y )
2
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を使うと

Σ(p) = − 4ig2
∫ 1

0

dα

∫
d4q

(2π)4
q ·(p+ q) +m2(

(q + αp)
2
+ α(1− α)p2 −m2 + iε

)2
kµ = qµ + αpµ とすれば

Σ(p) = − 4ig2
∫ 1

0

dα

∫
d4k

(2π)4
k2 − α(1− α)p2 +m2 + (1− 2α) p·k(

k2 + α(1− α)p2 −m2 + iε
)2

p·k の部分の積分は kµ について奇関数であるから 0 である。したがって

Σ(p) = − 4ig2
∫ 1

0

dα

∫
d4k

(2π)4
k2 − α(1− α)p2 +m2(

k2 + α(1− α)p2 −m2 + iε
)2 (10.12)

である。∆−1
F (p2 = m2

0) = 0 である m0 が自由粒子の質量を与えるが, これは相互作用がない場

合の質量であり, 実際に観測される粒子の質量 mR は相互作用の効果のため m0 ではない。mR は

G−1(p2 = m2
R) = 0 で決まる。そこで Σ(p2) を p2 = m2

R のまわりで展開して

Σ(p2) = δm2 + (p2 −m2
R)(1− Z−1) + (p2 −m2

R)
2C(p2)

とする。ただし

δm2 = Σ(m2
R) , 1− Z−1 =

∂Σ(p2)

∂p2

∣∣∣∣
p2=m2

R

である。δm2 と 1− Z−1 は発散しこのままでは物理的に無意味であるが , 形式的に

G−1 = p2 −m2
0 − δm2 − (p2 −m2

R)(1− Z−1)− (p2 −m2
R)

2C(p2)

であるから

m2
0 + δm2 = m2

R

とすると

G−1 = Z−1
(
p2 −m2

R

)
−
(
p2 −m2

R

)2
C(p2)

になり G−1(p2 = m2
R) = 0 である。更に

φ =
√
Z φR

として φR を物理的な場と見なせば

G = Z GR

であるから

G−1
R = p2 −m2

R + · · ·

になり Z を物理量から消去できる。無限大を有限な観測量で置き換えて無限大の困難を回避する。

これを繰込み ( renormalization )という。
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10.3 次元正則化法

繰込みでは, 無限大に発散する量をある処方で一時的に有限化する。その方法にはいろいろある

が, ここでは次元正則化法 ( dimensional regularization )を採用する。この方法は 4次元空間では発

散する量を n次元 ( 時間 1次元+空間 n− 1次元 )で計算し, その後 n→ 4 とすることにより発散

項を分離する。

まず ∫ ∞

0

dz eiz(k
2−M2+iε) =

[
eiz(k

2−M2+iε)

i(k2 −M2 + iε)

]∞
0

= − 1

i(k2 −M2 + iε)

である。z → ∞ のとき −zε→ −∞ であるから z → ∞ の寄与は 0 である。これから∫
dnk

k2 −M2 + iε
= − i

∫ ∞

0

dz

∫
dnk eiz(k

2−M2+iε)

= − i

∫ ∞

0

dz eiz(−M2+iε)

∫ ∞

−∞
dk0 e

izk2
0

(∫ ∞

−∞
dk1 e

−izk2
1

)n−1

ここで k2 = k20 − k21 − · · · − k2n−1 である。k0 = reiθ とすると

eizk
2
0 = eizr

2 cos 2θe−zr2 sin 2θ

sin 2θ > 0 ならば r → ±∞ のとき eizk
2
0 → 0 であるから, 実軸上の積分を複素平面上の積分 k0 =

reiθ , −∞ < r <∞ に置き換えられる。特に θ = π/4 とすれば∫ ∞

−∞
dk0 e

izk2
0 = eiπ/4

∫ ∞

−∞
dr e−zr2 = eiπ/4

√
π

z

同様にして ∫ ∞

−∞
dk0 e

−izk2
1 = e−iπ/4

√
π

z

したがって ∫
dnk

k2 −M2 + iε
= e−iπn/4 πn/2

∫ ∞

0

dz e−izM2

z−n/2

t = izM2 とすると ∫
dnk

k2 −M2 + iε
= − i πn/2Mn−2

∫ i∞

0

dt e−t t−n/2

更に ∫ iR

0

dt e−t t−n/2 +

∫ 0

π/2

dθ
dt

dθ
e−t t−n/2

∣∣∣
t=Reiθ

+

∫ 0

R

dt e−t t−n/2 = 0

第 2項は R→ ∞ のとき 0 になるから∫
dnk

k2 −M2 + iε
= − i πn/2Mn−2

∫ ∞

0

dt e−t t−n/2

Γ 関数は

Γ (z) =

∫ ∞

0

dt e−t tz−1

であるから ∫
dnk

k2 −M2 + iε
= − i πn/2Mn−2Γ (1− n/2) (10.13)
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になる。M2 で微分すると∫
dnk

(k2 −M2 + iε)
2 = i πn/2Mn−4 (1− n/2)Γ (1− n/2) (10.14)

である。

以上の結果を使うと (10.12)の積分

In =

∫
dnk

k2 + f(α, p2)(
k2 − f(α, p2) + iε

)2 , f(α, p2) = m2 − α(1− α)p2

は M2 = f(α, p2) とすれば

In = i πn/2 (1− n)Γ (1− n/2) fn/2−1

になる。右辺では nは整数である必要はない。そこで nを実数として扱い n→ 4の極限を考える。

n = 4 + δ とすると a = elog a であるから

πn/2 = π2eδ/2 log π = π2

(
1 +

δ

2
log π + · · ·

)
, fn/2−1 = f

(
1 +

δ

2
log f + · · ·

)
になる。Γ (z) は z = 0, −1, −2, · · · で発散するから Γ (1− n/2) = Γ (−1− δ/2) は δ → 0 で発散す

る。Γ 関数の性質

Γ (z) =
Γ (z + 1)

z
を使うと

Γ (−1− δ/2) = − Γ (− δ/2)

1 + δ/2
=

Γ (1− δ/2)

(1 + δ/2) δ/2

以上から

In = i π2f

(
1 +

δ

2
log π + · · ·

)(
1 +

δ

2
log f + · · ·

)(
−3− δ

) Γ (1− δ/2)

(1 + δ/2) δ/2

= − 3 i π2f

(
Γ (1− n/2) +

Γ (1− δ/2)

1 + δ/2

(
log(πf) +

2

3

)
+O(δ)

)
δ → 0 とすると Γ (1) = 1 であるから

In = − 3 i π2f

(
Γ (1− n/2) + log(πf) +

2

3

)
になる。第 1項は n→ 4 のとき Γ (−1) になり発散する。Σ は

Σ(p) = − ig2

(2π)4

∫ 1

0

dα In

= − 3g2

4π2

[(
m2 − p2

6

)(
Γ (1− n/2) +

2

3
+ log π

)
+

∫ 1

0

dα f log f

]
(10.15)

である。

10.4 繰込み

スカラー粒子の繰込みを具体的に行う。自由粒子のラグランジアンで m0 を物理的質量 mR で表

してm2
0 = m2

R − δm2 とし, 場 φ も φ =
√
Z φR とすると

1

2

(
(∂µφ)(∂µφ)−m2

0φ
2
)
=
Z

2

(
(∂µφR)(∂µφR)−m2

Rφ
2
R

)
+
Z

2
δm2φ2R

=
1

2

(
(∂µφR)(∂µφR)−m2

Rφ
2
R

)
+
Z − 1

2
(∂µφR)(∂µφR) +

ζ

2
φ2R(10.16)
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ただし

ζ = Zδm2 − (Z − 1)m2
R

である。(10.16)の第 1項をこれまでの自由粒子のラグランジアンとし, 第 2項と第 3項を相互作用

に加えて

Lint = g : ψψφR : +
Z − 1

2
: (∂µφR)(∂µφR) : +

ζ

2
: φ2R :

とする。ここでは扱わないが, ディラック場 ψ と結合定数 g も繰込む必要がある。上式の ψ と g は

繰込まれた量と考える。

新たに加えた相互作用の寄与を求める。

〈 0 |T
(
φR(x)φR(x

′)S
)
| 0 〉

において 1次の寄与は ( 添字 R は省略 )

I1 = i
Z − 1

2

∫
d4x1 〈 0 |T (φ(x)φ(x′) : (∂µφ(x1))(∂µφ(x1)) :) | 0 〉

I2 = i
ζ

2

∫
d4x1 〈 0 |T(φ(x)φ(x′) : φ(x1)φ(x1) :) | 0 〉

である。ウィックの定理から

I1 = i
Z − 1

2

∫
d4x1

(
φ(x)φ(x′)∂µφ(x1)∂µφ(x1)+φ(x)φ(x′)∂µφ(x1)∂µφ(x1)

)

= i(Z − 1)

∫
d4x1

(
∂µi∆F(x, x1)

)
∂µi∆F(x1, x

′)

微分は x1 について行う。(8.13)より

I1 = − i (Z − 1)

∫
d4p

(2π)4
p2∆F(p)∆F(p) e

−ip·(x−x′)

になる。同様に

I2 = − i ζ

∫
d4p

(2π)4
∆F(p)∆F(p) e

−ip·(x−x′)

したがって (10.10)は

G(p) = ∆F(p) +∆F(p)ΣR(p)∆F(p) , ΣR(p) = Σ(p)− (Z − 1)p2 − ζ

になる。ここで ∆F(p) の質量は mR である。(10.10)から (10.11)を導いたのと同様にすると

G(p) =
1

p2 −m2
R −ΣR(p) + iε

(10.15)より

ΣR(p
2) = − (Z − 1)p2 − ζ − 3g2

4π2

[(
m2 − p2

6

)
Γ∞ +

∫ 1

0

dα f log f

]
(10.17)

ただし

Γ∞ = Γ (1− n/2) +
2

3
+ log π , f(α, p2) = m2 − α(1− α)p2

である。ここで

ΣR(m
2
R) = 0 ,

∂ΣR

∂p2

∣∣∣∣
p2=m2

R

= 0
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を要請すると

− (Z − 1)m2
R − ζ − 3g2

4π2

[(
m2 − m2

R

6

)
Γ∞ +

∫ 1

0

dα f(α,m2
R) log f(α,m

2
R)

]
= 0

− (Z − 1) +
3g2

4π2

[
1

6
Γ∞ +

1

6
+

∫ 1

0

dαα(1− α) log f(α,m2
R)

]
= 0

これから

Z − 1 =
g2

8π2

[
Γ∞ + 1 + 6

∫ 1

0

dαα(1− α) log f(α,m2
R)

]

ζ = − 3g2

4π2

[
m2Γ∞ +

m2
R

6
+m2

∫ 1

0

dα log f(α,m2
R)

]
これを (10.17)に代入すると

ΣR(p
2) = − g2

8π2

(
p2 −m2

R + 6

∫ 1

0

dα f(α, p2) log
f(α, p2)

f(α,m2
R)

)
(10.18)

になり発散項はすべて除去される。

Σ′
R(p

2) =
dΣR(p

2)

dp2
=

3g2

4π2

∫ 1

0

dαα(1− α) log
f(α, p2)

f(α,m2
R)

Σ′′
R(p

2) = − 3g2

4π2

∫ 1

0

dα
α2(1− α)2

m2 − α(1− α)p2

であるから

C =
1

2
Σ′′

R(m
2
R) = − 3g2

4π2

∫ 1

0

dα
α2(1− α)2

m2 − α(1− α)m2
R

とすると

ΣR(p
2) =

(
p2 −m2

R

)2
(C + · · · )

したがって

G(p) =
1

p2 −m2
R + iε

1

1 + (p2 −m2
R)C + · · ·

=
1

p2 −m2
R + iε

(
1− C

(
p2 −m2

R

)
+ · · ·

)
=

1

p2 −m2
R + iε

− C + · · ·

真空偏極の効果を考慮すると (10.6)は∫
d3xV (x) eip·x = − g2

(
1

p2 +m2
R

+ C

)
になり

V (x) = − g2

4π

e−mRr

r
− g2C δ(x)

を得る。ここでは簡単のためスカラー粒子とディラック粒子の相互作用を扱ったが, スカラー粒子

の代わりに光子 ( mR = 0 )を考えても同様の項が求まり, クーロンポテンシャルは補正を受ける。

このためディラック方程式の固有値 (7.16)では縮退する状態は分離する。ラム・シフトと呼ばれる

エネルギー差を高精度で理論的に再現するにはこの補正が必要である。
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