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注意事項

1. 問題は全部で７ページあります。

2. 監督者から解答を始めるように合図があるまでは開かないこと。

3. 問題 I，II， III，IV すべてを解答すること。

4. 各問題ごとに別の解答用紙を使用すること。１枚の解答用紙に複数
の問題を解答してはいけない。また，各問題について１枚以上の解
答用紙を提出すること。

5. 全ての解答用紙の所定欄に，問題番号と受験番号を必ず記入するこ
と。（氏名は記入しない）

6. 別途配布する草稿用紙は回収しない。



I

球対称なポテンシャル φ(r)の中で運動している質量 m の質点に関する下記の問いに答えな
さい。

1. 質点のエネルギー E が保存することを証明しなさい。

2. 角運動量 ` = r × p が保存することを証明しなさい。ただし rと pは質点の位置と運
動量を表す。

以下の設問では，ポテンシャルは

φ = − K

|r − a|
(1)

とする。ただし，aと K は正の定数である。また質点は x-y平面内で，半径 r ≥ aの領域を
運動していると限定してよい。

3. 質点が十分に遠い場所から原点に近づいた後，再び遠ざかった。この質点の角運動量の
大きさは ` = 3

√
amK，エネルギーは E = 0であった。この質点の r方向の運動エ

ネルギーmv2
r/2を，その位置 rの関数として求め，その概形をグラフに表しなさい。ま

た原点に最も近づいたときの半径を求めなさい。

4. 質点が半径 r = R > a で円運動しているとき，質点の角運動量の大きさ `とエネル
ギーEをR の関数として求めなさい。またその関数の概形をグラフに表しなさい。

5. 半径 r = Rnで円運動している質点に微小な運動量を r方向に加えたところ，r方向に
振動しながら回転を続けた。振動の周期は回転の周期のちょうど n倍になっていて，質
点の軌道は n周回転で閉じていた (nは 2以上の自然数)。半径Rnを求めなさい。

6. ここまでの分析を参考にして，問 4で求めた円軌道の安定性を論じなさい。

7. 十分に遠方から質点が，初速 v0 =

√
2K

am
，衝突径数 bで下図のように運動を始めた。こ

の質点が半径 r = aに到達できるのは |b| < bmax の場合に限られる。この bmaxを求め
なさい。
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II

x-y-z空間の点 ~rにおける静電ポテンシャル φ(~r)について考える。aを正の定数としたとき，
以下の問いに答えよ。ただし，真空の誘電率を ε0とする。

1. 点 (0, 0, a)に点電荷 q（q > 0），点 (0, 0,−a)に点電荷−qが固定されているとする。こ
のとき，静電ポテンシャル φ(~r)を，ε0，q，a，~r，z軸方向の単位ベクトル ~ez を用いて
示せ。

2. 前問の静電ポテンシャルに対して，十分遠方における近似式を求めよ。ただし，最終的
な解答は，ε0，~r，r(≡ |~r|)，電気双極子モーメント ~p（~p ≡ 2qa~ez）を用いて記述せよ。

3. 点 (0, a, a)，点 (0,−a, a)に点電荷 q，点 (0, a,−a)，(0,−a,−a)に点電荷−qが固定され
ているとする（図１）。このとき，これらの電荷の静電エネルギー U1を求めよ。また，
これらの電荷が作る x = 0平面における等電位面（線）の概略図を示せ。

4. 点 (0, a, a)，点 (0,−a,−a)に点電荷 q，点 (0,−a, a)，(0, a,−a)に点電荷−qが固定され
ているとする（図２）。このとき，これらの電荷の静電エネルギー U2を求めよ。また，
これらの電荷が作る x = 0平面における等電位面（線）の概略図を示せ。

図１ 図２
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以下では，qaを一定とし，これまでの a に対して a → 0 を仮定した上で，電気双極子モー
メント ~p等を扱ってよいとする。

5. 原点Oに電気双極子モーメント ~pがあるとする。さらに，点 ~rに電気双極子モーメント
~P がある場合，~pと ~P の静電エネルギー U(~r)を ε0，~p，~P，~r，rを用いて表せ。

6. 同じ大きさをもつ電気双極子モーメントが正四面体の各頂点に存在し，正四面体の重心
方向もしくはその反対方向のみを向くことができるものとする（図３）。このとき，最も
エネルギーが低い電気双極子モーメントの向きの組み合わせがどのようになるか，全体
のエネルギーを計算することにより示せ。

図３
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III

１次元のポテンシャル U(x)中を運動する質量mの量子力学的粒子の波動関数をΨ(x, t)と
する。ただし，tは時間である。

1. 確率の流れの密度：j = ~
2mi

[Ψ∗( ∂
∂x

Ψ)−( ∂
∂x

Ψ∗)Ψ]は，確率密度の保存則：∂
∂t
|Ψ|2+ ∂

∂x
j =

0 を満たすことを示せ。

エネルギーE，質量mの量子力学的粒子が，図のように，x > 0で高さ V (> 0)の階段型ポ
テンシャルに，左から入射した。この粒子の運動を，まずは定常状態の問題として考えよう。

x
0

V

0

2. エネルギーがE > V の場合，透過率 T，反射率Rを求めよ。

3. 前問で求めた透過率 T を，エネルギーEの関数として図示せよ。

4. エネルギーが 0 < E < V の場合，反射率Rはいくつになるか。その理由も説明せよ。ま
た，波動関数の x > 0の領域への侵入長 Lを，エネルギーの関数として図示せよ。

5. エネルギーが 0 < E < V の場合，入射波Ae+ikxと反射波Be−ikxの位相のずれ θ(k)を
B = Ae−iθ(k)で定義する。ただしE = ~2k2

2m である。tanθ(k)
2 を求めよ。また，位相のず

れのエネルギー依存性を，横軸をE，縦軸を θ(k)としたグラフで図示せよ。
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エネルギーが 0 < E < V の場合，粒子はx = 0において瞬時に反射されるわけでなく，x > 0
の領域に侵入してから戻ってくる。次に，この反射に要する時間を，x < 0における波束の運
動を使って調べてみよう。
ここでは入射波束を，k0を中心にガウス分布している波数 kの平面波を集めて，

Ψin(x, t) =
∫

dk e−∆2(k−k0)2 · Ae+ikx−iω(k)t

とする。但し，ω(k) = E
~ = ~k2

2m である。∆2が十分に大きいとすると，積分区間は
∫ +∞
−∞ dkと

してよい。複素数 a (但し Re(a) > 0)と実数 bに対して成り立つ公式: |
∫ +∞
−∞ dze−az2+ibz|2 =

π
|a| exp

[
− b2

4a − b2

4a∗

]
を用いると

|Ψin(x, t)|2 = |A|2 π√
∆4 + ( ~t

2m)2
exp

[
−

(x − ~k0
m t)2

2(∆2 + ( ~t
2m∆)2)

]

となる。つまり，入射波束の中心（最大値を持つ位置）xは，x = ~k0
m tのように等速で右側に

動き，時刻 t = 0で x = 0に到達していることがわかる。

6. 反射した波束は，問 5で求めた位相 θ(k)を用いて，

Ψref(x, t) =
∫

dk e−∆2(k−k0)2 · Ae−ikx−iω(k)t−iθ(k)

となる。∆2が大きいので，ここでは θ(k) ∼ θ(k0) + dθ
dk |k=k0(k − k0) と近似する。入射

波束と同様に積分を実行して，|Ψref(x, t)|2を求めよ。また，反射波束の中心が x = 0か
ら x < 0の領域に出てくる時刻 τ はいくつか。いずれも dθ

dk |k=k0 を用いて答えよ。

7. 問 6の結果から，反射に要する時間は τ と考えられる。τ をエネルギー E0の関数とし
て図示せよ。但し，E0 = ~2k2

0
2m である。また，E0が V に近づくと，ここで求めた τ の

値は正確でなくなる。その理由を議論せよ。
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IV

　ある２原子分子は，質量 m1 と m2 の質点が自然長 r0，ばね定数 k のばねでつながれ，調
和振動（分子振動）および回転運動をしている系として模型化できる。ばねは十分硬いので，
分子の回転運動は分子振動に影響を与えない。換算質量を µ = m1m2/(m1 + m2) とすると，
この分子振動の角振動数は ω =

√
k/µ であり，この分子を細い棒状の剛体とみたときの分子

軸に垂直な主軸周りの慣性モーメントは I = µ r2
0 である。

　この分子がマクロな数 N 個，面積 A のマクロな大きさの矩形面内に束縛され，面上を自由
に運動している。分子間の相互作用は無視できるほど小さいが，面上に束縛されているため，
分子の回転運動は，回転面が矩形面と平行なもののみ可能である。
　この２次元２原子分子理想気体が温度 T の熱平衡状態にある。kB をボルツマン定数として
β = 1/(kBT ) である。次の各問に答えよ。必要なら，積分公式

∫ ∞
−∞e−ax2

dx =
√

π/a (a > 0)
を用いてよい。

1. この体系を，分子の内部自由度を無視し，質量 m = m1 + m2 の質点の集まりと考える。
i 番目の分子の座標を ri = (xi, yi)，運動量を pi = (px,i, py,i) とし，古典力学を仮定す
る。この系のハミルトニアンは

HN =
N∑

i=1

p2
i

2m
=

N∑
i=1

1
2m

(p2
x,i + p2

y,i) (2)

と与えられる。

(1) この体系の分配関数

Z(N,A, β) =
1

N ! h2N

∫
dr1 · · · drN

∫
dp1 · · · dpN e−βHN (3)

を計算せよ。h はプランク定数である。

(2) この体系の内部エネルギー

E = − ∂

∂β
lnZ(N,A, β)

∣∣∣∣∣
N,A

(4)

を温度 T の関数として計算し，体系の熱容量 CN を求めよ。

(3) 極低温になると，この自由粒子系にも量子力学的な効果が現れはじめる。１粒子エ
ネルギー準位の離散性の効果はあまりにも低温でしか現れないので無視するとして，
マクロな量子力学的自由粒子系には，測定可能な極低温において，量子力学固有の
性質が発現する。その原因について，２～３行程度の文章で簡単に説明せよ。必要
なら図を用いてよい。さらに，１分子の質量を m ' 7 × 10−26 kg，平均分子間距
離を (A/N)1/2 ' 1 × 10−8 m として，この系に量子力学的効果が現れはじめる温
度を概算せよ。h ' 7 × 10−34 J s，kB ' 1 × 10−23 J/K とする。

2. 次に，体系中の分子がすべて矩形面内で局在し，分子軸方向に角振動数 ω の量子力学的
な調和振動をしている場合を考える。分子間の相互作用は無視できるとすると，N 個の
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分子からなるこの体系の微視的エネルギーは，微視状態を σ = {n1, n2, · · · , nN} で指定
して，

Eσ =
N∑

i=1

(
ni +

1
2

)
~ω (5)

と書かれる。ここで，ni は i 番目の振動子の量子数であり，ni = 0, 1, 2, · · · という値を
とる。

(1) この体系の分配関数 Z(N, β) =
∑

σ e−βEσ を計算せよ。

(2) この体系の内部エネルギー E を温度の関数として計算し，その概形を温度 T を横
軸にとって図示せよ。またその結果を参考にして，この体系の熱容量 CN の温度依
存性の概形を，温度 T を横軸にとって図示せよ。縦軸，横軸のスケールを明記す
ること。

3. 次に，体系中の分子がすべて矩形面内で局在し，面に垂直な軸の周りで量子力学的な回
転運動をしている場合を考える。分子（回転子）間の相互作用は無視できるとすると，N

個の分子からなるこの体系の微視的エネルギーは，微視状態を σ = {n1, n2, · · · , nN} で
指定して，

Eσ =
N∑

i=1

~2

2I
n2

i (6)

と書かれる。ただし，ni は i 番目の回転子の量子数であり，ni = 0,±1,±2, · · · という
値をとる。

(1) 温度が十分高い場合，ni での和を積分に移行することにより，この体系の分配関数
を計算し，内部エネルギーと熱容量を求めよ。

(2) 温度が十分低い場合，回転子の低エネルギー状態 ni = 0,±1 のみを考慮し，体系
の分配関数，内部エネルギー，熱容量を計算せよ。

(3) これら (1)，(2) の結果から，体系の内部エネルギーの全温度領域にわたる温度依
存性について考察し，その概形を温度 T の関数として図示せよ。

(4) 体系の熱容量の温度依存性を前問 (3) の結果をもとに考察し，その概形を温度 T

の関数として図示せよ。縦軸，横軸のスケールを明記すること。

4. 以上の結果を用いて，２原子分子が矩形面内に束縛されて自由に並進，振動，面内回転を
行っている２次元理想気体を考える。この分子の分子振動に対する特徴的な温度スケー
ルを Θvib = ~ω/kB とし，回転運動に対する特徴的な温度スケールを Θrot = ~2/(2IkB)
とする。その値は，それぞれ Θvib = 800K，Θrot = 8K であった。

(1) この体系の熱容量 CN の温度依存性の概形を，横軸を対数目盛での温度に取り，
T = 0.1K− 104K 程度の幅広い温度範囲にわたって描け。縦軸，横軸のスケールを
明記すること。

(2) 熱容量がこのような温度依存性を示す理由を，古典統計力学におけるエネルギー等
分配の法則と，量子力学的効果による自由度の「凍結」という考えを用いて，５行
から１０行程度の文章で分かりやすく説明せよ。必要なら図を用いてよい。
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