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注意事項

1. 監督者から解答を始めるように合図があるまでは冊子を開かない

こと。

2. 問題は全部で４ページある。

3. 問題 I, II の両方に解答すること。

4. 問題 I, II でそれぞれ別の解答用紙を使用すること。１枚の解答用

紙に複数の問題を解答してはいけない。また，問題 I, II のそれぞ

れについて１枚以上の解答用紙を提出すること。

5. 全ての解答用紙の所定欄に，問題番号と受験番号を記入すること

（氏名を記入してはいけない）。

6. 別途配布する草稿用紙は回収しない。



I

1次元の Schrödinger方程式

Ĥψ(x) = Eψ(x), Ĥ = − ℏ2

2m

d2

dx2
+ U(x)

に従う，x軸上の有限区間に閉じ込められた（つまり，その区間以外では波動関数 ψ(x)がゼ
ロになる）質量mの粒子について考える。１次元の場合，束縛状態は離散的なエネルギー固
有値を持ち，その固有状態には縮退がないこと，また，その波動関数は実数にとれることが知
られている。以下の設問では，これらの結果を証明なしに用いてよい。

1. 有限区間 [0, a]に閉じ込められ，ポテンシャル U(x)が U(x) = 0で与えられる場合を考
える。

(1) エネルギー固有値Eと規格化された固有関数 ψ(x)とを求めなさい。

(2) 基底状態と第 1励起状態の固有関数 ψ(x) (0 ≤ x ≤ a)の概略を xの関数として，そ
れぞれ図示しなさい。

2. 有限区間 [−L,L]に閉じ込められ，ポテンシャル U(x)が，

U(x) = vδ(x)

で与えられる場合を考える。ここで，δ(x)はDiracのデルタ関数であり，vは実数で v ≥ 0

とする。一般に，空間反転 x → −xに対して，ポテンシャル U(x)が U(x) = U(−x)を
満たすとき，縮退がない場合には，固有関数 ψ(x)は定まった偶奇性を持つ，つまり，偶
パリティの状態

ψ(−x) = ψ(x)

あるいは，奇パリティの状態
ψ(−x) = −ψ(x)

のどちらかに限られることを，以下の設問で証明なしに用いてよい。

(1) エネルギー固有値 E を E = ℏ2k2
2m > 0とおいて（k > 0とする），エネルギー固有

関数 ψ(x)を

ψ(x) =


ψ1(x) (0 < x ≤ L)

ψ0(x) (x = 0)

ψ2(x) (−L ≤ x < 0)

のように領域に分けて xの関数として表したい。適切な定数Aを用いて，ψ1(x) =

A sin k(L − x)とすれば，この ψ1(x)は Schrödinger方程式の解となることを示し
なさい。

以下の問題で，Aを求める必要はない。

(2) ψ1(x) = A sin k(L− x) に対して，偶パリティの状態を記述する波動関数 ψ2(x)を
書き表しなさい。
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(3) 偶パリティの場合に，kの値を決定するための関係式を求めなさい。それを用いて，
vをゼロから無限大まで連続的に変えるとき，kの値 (k > 0)はどのように変化する
か答えなさい。必要なら以下の事実を証明なしに用いてよい。Schrödinger方程式の
両辺を微小区間 [−ϵ,+ϵ]で積分することで，波動関数ψ(x)とその微分ψ′(x) = dψ(x)

dx

の間に関係式

lim
ϵ→+0

[ψ′(ϵ)− ψ′(−ϵ)] = 2m

ℏ2
lim
ϵ→+0

∫ +ϵ

−ϵ
dx [U(x)− E]ψ(x) =

2m

ℏ2
vψ(0)　

が成り立つ，つまり，波動関数は x = 0で連続であるが，その導関数は不連続にな
り得る。

(4) ψ1(x) = A sin k(L− x) に対して，奇パリティの状態を記述する波動関数 ψ2(x)を
求め，kの値 (k > 0)を求めなさい。

(5) 波動関数 ψ(x) (−L ≤ x ≤ L)の概略を xの関数として，３つの場合，(a) v = 0,

(b) 0 < v <∞, (c) v = ∞に図示しなさい。ただし，偶パリティ，奇パリティそれ
ぞれの場合について，最も低いエネルギー固有値となる場合のみ描けばよい。

(6) この系の基底状態と第 1励起状態のエネルギーは，vをゼロから無限大まで連続的
に変えるときどう変化するか，その概略を，縦軸にエネルギーEを横軸に vをとっ
て，一つのグラフに示しなさい。そのようなグラフになる理由も答えなさい。
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II
質量m，固有角振動数 ωを有するN 個の独立な調和振動子が温度 T の熱平衡状態にある。

以下の問いに答えなさい。ボルツマン定数 kB = 1.381× 10−23[J−1 ·K−1]，換算プランク定数
~ = h

2π = 1.055× 10−34[J · s] (hはプランク定数)とする。

1. 振動子が古典力学に従う場合，この系のハミルトニアンは

H =
N∑

i=1

(
p2

i

2m
+

1
2
mω2q2

i

)

で与えられる。このとき，分配関数 Z，内部エネルギー U = kBT 2 ∂

∂T
lnZ，エントロ

ピー S = − ∂

∂T
(−kBT ln Z)，比熱 CV を求めなさい。

2. 振動子が量子論に従う場合，そのエネルギー準位は n=0, 1, 2, · · · として

εn =
(

n +
1
2

)
~ω

と与えられる。このとき，分配関数Z =

( ∞∑

n=0

e−εn/kBT

)N

，内部エネルギーU，エント

ロピー S，比熱 CV を求めなさい。

3. 前問 2で求めた内部エネルギー U と比熱CV について，低温および高温での漸近形を求
めなさい。

4. 振動子を古典力学的に取り扱った場合，量子論的に取り扱った場合の両方について，比
熱CV を温度 T の関数として図示しなさい。特に，2つの違いが分かるように描くこと。

結晶の比熱の振る舞いは，格子振動を量子論的調和振動子の集まりと考えることでほぼ説明
できる。Debyeモデルでは結晶を弾性体とみなして，その中の弾性波を考え，さらにそれを量
子論的調和振動子の集まりと考える。いま，波数ベクトル kと振動数 ωの間に

ω2 = c2|k|2

で表されるような分散関係が成り立っているとする。ただし，cは縦波または横波の速さ，|k| =√
k2

x + k2
y + k2

z であり，周期境界条件を適用すると固有振動の波数ベクトル kは

k =
2π

L
(nx, ny, nz)，　 nx, ny, nz = 0,±1,±2, · · ·

である。ここで，Lは体積 V (= L3)を有する弾性体の一辺である。

5. 上記の固有振動について振動数が ωと ω + dωの間にある振動モードの数D(ω)dωが

D(ω) =
ω2V

2π2c3

で表せることを示しなさい。
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6. 3次元の弾性体では，1つの縦波と 2つの横波が存在する。それぞれの速さを cl，ctとす
るとD(ω)は

D(ω) =
ω2V

2π2

(
1
c3
l

+
2
c3
t

)
≡ 9N

ω3
D

ω2

で与えられる。ここで，Debye振動数ωDは，ωD以下の振動数を持つ固有振動の総数が結

晶の原子の振動の自由度 3N に等しくなるように定める。つまり，
∫ ωD

0
D(ω)dω = 3N。

このとき，比熱がDebye温度ΘD =
~ωD

kB
を用いて

CV = 9NkB

(
T

ΘD

)3 ∫ ΘD/T

0

x4ex

(ex − 1)2
dx

で表せることを示しなさい。ただし，x =
~ω

kBT
である。

7. 前問で示した比熱 CV について，低温および高温での漸近形をそれぞれ求めなさい。必

要であれば
∫ ∞

0

y4ey

(ey − 1)2
dy = 4!

π4

90
を用いなさい。
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