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注意事項

1. 監督者から解答を始めるように合図があるまでは冊子を開かない

こと。

2. 問題は全部で５ページある。

3. 問題 I, II の両方に解答すること。

4. 問題 I, II でそれぞれ別の解答用紙を使用すること。１枚の解答用

紙に複数の問題を解答してはいけない。また，問題 I, II のそれぞ

れについて１枚以上の解答用紙を提出すること。

5. 全ての解答用紙に，問題番号と受験番号を記入すること（氏名を記

入してはいけない）。

6. 別途配布する草稿用紙は回収しない。



I
　例えば黒体輻射（すなわち熱平衡状態にある電磁波）は, マクロな大きさの空間に閉じ込め
られた, 温度によって粒子数が変化する粒子数不定の光子（ボース粒子）系として記述される。
ここではこの考え方を一般化し, 空間次元が d (= 1, 2, 3) のマクロな大きさの箱 (1辺の長さを
L とする) に閉じ込められた, 粒子数不定の量子論的自由粒子系（ボース粒子系またはフェル
ミ粒子系）を考えよう。以下の 3.までは, 粒子のスピン自由度は無視してよい。
この体系の粒子は, k を粒子の波数ベクトルとして, 分散関係

εk = ℏcs|k |s, |k | =
√

k21 + · · ·+ k2d

を持つ。s と cs は正の定数である。周期境界条件を仮定すれば, α = 1, · · · , d として,

kα =
2π

L
να (να = 0,±1,±2, · · · ,±∞)

である。

1. この体系の 1粒子状態密度

ρ(ε) =
∑
k

δ(ε− εk )

=
( L

2π

)d
∫
dk1 · · ·

∫
dkd δ

(
ε− ℏcs|k |s

)
=

( L

2π

)d d

dε

∫
dk1 · · ·

∫
dkd θ

(
ε− ℏcs|k |s

)
を ε のべき関数として ρ(ε) ∝ εf と書くとき, f を求めなさい。ここで δ(x) はディラックのデ
ルタ関数, θ(x) は階段関数である。半径 R の n 次元超球の体積は, Γ(x) をガンマ関数として,

Cn(R) = Rnπn/2

/
Γ
(n
2
+ 1

)
であることを用いてよい。

2. この体系が絶対温度 T [逆温度 β = 1/(kBT )] の熱平衡状態にあるとき, 波数ベクトル k を
持つ粒子の数 nk のカノニカル平均 ⟨nk ⟩ =

∑
σ nke

−βEσ/
∑

σ e
−βEσ は, ボース粒子系なら

⟨nk ⟩ =
1

eβεk − 1

であり, フェルミ粒子系なら

⟨nk ⟩ =
1

eβεk + 1

であることを証明しなさい。ここで, 微視状態 σ = {· · · , nk , · · · } のエネルギー Eσ は, Eσ =∑
k εknk と与えられる。

3. この体系の定積熱容量 CV を, 絶対温度 T のべき関数として CV ∝ T g と書くとき, g を
ボース粒子系, フェルミ粒子系のそれぞれの場合について求めなさい。V = Ld である。1.で
定義した f を用いて解答してもよい。
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図 1: ディラック電子の分散関係

　次に, 図 1に示すように, 波数ベクトル k に対して, 線形の分散関係

εk = ±ℏvF|k |, |k | =
√

k2x + k2y

を持つ 2次元電子系（ディラック電子系）を考えよう。vF は正の定数（フェルミ速度）であ
る。絶対零度（T = 0 K）でのフェルミ準位 εF は, εk = 0 の位置にあるとする。

4. この体系の１粒子状態密度 ρ(ε) を計算し, その概形を, 縦軸を ρ(ε), 横軸を ε として図示
しなさい。

5. この体系の T = 0 K の状態を「真空」と考えて, 有限温度ではそこから電子と正孔（とも
にスピン 1/2 のフェルミオン）が励起すると考えることにより, この系の定積熱容量 CV を温
度の関数として計算しなさい。必要なら次の積分公式を用いてよい。∫ ∞

0

x2

ex + 1
dx =

3

2
ζ(3) , ζ(3) = 1.20205...（アペリ定数）

（注）近年, 我国においてディラック電子系の熱容量の測定が行われ, 理論値に近い値が得られ
ることが確認された [Konoike et al., J. Phys. Soc. Jpn. 81, 043601 (2012)]。

6. この体系が絶対温度 T の熱平衡状態にあるとき, 励起した電子の総数を計算しなさい。必
要なら次の積分公式を用いてよい。∫ ∞

0

x

ex + 1
dx =

π2

12

また, 1個の自由電子が µB をボーア磁子としてスピン磁化率 µ2
B/(kBT )（キュリー則）を持つ

ことを利用し, この体系のスピン磁化率 χ を温度の関数として計算しなさい。
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II

原点を中心とした半径 aの球内に，総電荷量が−q (q > 0)となるように均一に分布させた
帯電球を真空中に固定する。帯電球内の電荷分布は固定されているものとする。真空の誘電率
を ϵ0とし，重力の影響は無視できるとして，以下の問いに答えなさい。

1. 原点からの距離が rの点における電場の強さと向きを求め，電場の強さの r依存性の概形
をグラフに示しなさい。

2. 原点からの距離が rの点における電位を求め，その電位の r依存性の概形をグラフに示し
なさい。ただし，無限遠での電位を 0とすること。

帯電球により作られた電場中で運動する，質量m，電荷量+qの点電荷を考える。点電荷は
抵抗力や他の電荷との衝突による影響を受けることなく運動でき，電磁誘導による影響や輻射
によるエネルギーの損失も無視できるとする。以下では，位置は直交座標 (x, y, z)で表すもの
とする。

x

z

–q

+q

O

3. 図 1のように点電荷を点 (0, 0, a)に置き，時刻 t = 0において静かに放した。この後の，点
電荷の位置を時刻 tの関数として求めなさい。

4. 図 1のように点電荷を点 (0, 0, a)に置き，(v0, 0, 0) (v0 > 0)の速度を与えたところ，原点を
中心とする円運動をした。v0を求めなさい。

5. y軸に平行に均一な磁場B = (0, B0, 0)を印加した。図 1のように点電荷を点 (0, 0, a)に置
き，(v1, 0, 0)（v1 > 0）の速度を与えたところ，点電荷は原点を中心とする円運動をした。B0

を求めなさい。
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図 2のように帯電球により作られた電場の中に，電荷量
q

2
の 2つの点電荷を z軸上に置いた

ところ，それぞれの点電荷にはたらく力は 0であった。
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z
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+q/2

+q/2

6. 2つの点電荷の座標を求めなさい。

7. 2つの点電荷と帯電球が作る電位は，原点から十分に離れた点（r ≫ a）で ϕ = rnf(θ)と
書ける。ここで，rは原点からの距離，θは z軸の正の向きから測った角度である。指数 nと
f(θ)を求めなさい。

帯電球を取り除き，図 3のように z = −b (b > a)に無限に広い接地された平面導体を置き，
点 (0, 0, z0) (z0 > −b)に電荷量 qの点電荷を置いた。

x

z

+q
O

–b

8. 点電荷にはたらく力を求めなさい。

9. 点電荷を z軸上を正の向きに動かして無限遠まで移動させるのに必要な仕事を求めなさい。
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次に，図 4のように帯電球をもとの位置に再び置いた。
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10. 点電荷が帯電球内部の点 (0, 0, z0) (z0 > −b)にあるとき，点電荷にはたらく力の和を求め
なさい。ただし，|z0|は bに比べて十分に小さいと考えて近似し，z0について 1次まで展開す
ること。

11. 点電荷が z軸上を原点まわりで微小な振幅の単振動をするとき，その振動数は平面導体が
ない場合の何倍になるか求めなさい。
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